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AVERTISSEMENT. 



Ce Traité est surtout destiné aux personnes qui 
étudient TArithmétique pour aborder ensuite l'Al- 
gèbre et les autres parties des Mathématiques. Il 
n'exige toutefois des lecteurs aucunes connaissances 
préalables; aussi peut-il encore servir à ceux qui 
veulent se borner aux premières notions du calcul. 

J'ai divisé cet ouvrage en six livres, composés 
chacun de plusieurs chapitres. Les cinq premiers 
livres constituent l'Arithmétique proprement dite; le 
sixième livre renferme l'exposition du système mé- 
trique et quelques applications dont Tensemble forme 
une sorte d'introduction à l'Algèbre. 

Chaque chapitre est terminé par une série de ques- 
tions relatives aux matières qui y sont traitées; j'en- 
gage le lecteur à en chercher la solution. 

La première des Notes placées à la fin de l'ouvrage 
contient la théorie des différents systèmes de numé- 
ration ; les deux autres Notes sont relatives à la théo- 
rie du plus grand commun diviseur et à l'évaluation 
approchée des quantités irrationnelles. 
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But de r Arithmétique . 

\ . Si nous apercevons des objets qui nous paraissent 
semblables , et que notre attention se porte sur chacun d'eux 
en particulier, puis ensuite sur leur reunion , nous avons 
l'idée à*une chose et de plusieurs choses. 

On emploie le mot unité pour désigner un objet quel- 
conque, faisant ainsi abstraction de sa nature-, et l'on com- 
prend sous le nom général de nombre, soit l'assemblage 
de plusieurs unités, soit l'unité elle-même. 

Ainsi les piles de boulets qu'on aperçoit dans un arsenal 
forment un nombre, et chaque pile est une unité. Pareille- 
ment, les boulets qui composent une pile forment aussi un 
nombre, et ici c'est le boulet qui est l'unité. 

Quand on ajoute une unité à un nombre , on forme le 
nombre suivant. On voit que la suite des nombres est 
illimitée. 

h^ Arithmétique est la science des nombres. Elle com- 
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prend , i® les opérations que Ton peut exécuter sur les nom- 
bres, et dont l'ensemble constitue le calcul^ 2^ les propriétés 
élémentaires des nombres. 

De la numération. 

2. La numération a pour but d'^poncer et d'écrire les 
nombres. 

Numération parlée. — On peut, comme on va le voir, 
énoncer tous les nombres , jusqu^à une limite aussi reculée 
que Ton veut, en employant seulement les mots qui servent 
à désigner quelques-uns d'entre eux. 

Les premiers nombres ont reçu des noms indépendants 
les uns des autres ; ce sont : 

u/ty deux, trois f quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 

Le nombre suivant, qui joue un rôle très-important dans 

la numération , a été appelé 

* 

dix ou une dizaine. 

Le nombre formé par la réunion de dix dizaines , puis le 
nombre formé par la réunion de dix nombres égaux à celui^ 
là, et ainsi de suite, sont désignés comme l'indique le ta- 
bleau suivant : 

cent ou une centaine qui vaut dix dizaines , 

mille ou une unité de mille dix centaines , 

dix mille ou une dizaine de mille, ..... dix unités de mille , 

cent mille ou une centaine de mille ^ .... dix dizaines de mille ^ 

un million ou une unité de million dix centaines de mille , 

dix millions ou une dizaine de million . . dix unités de million , 

cent millions ou une centaine de million • dix dizaines de million , 

un billion C^) ou une unité de billion. , . . dix centaines de million, 

dix billions ou une dizaine de billion, • . dix unités de billion, 

cent billions ou une centaine de billion , . dix dizaines de billion , 

un trillion ou une unité de trillion dix centaines de billion , 

etc. , etc. 

(*) Le mot milliard est quelquefois employé comme synonyme de billion. 
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3. Les nombres 

un, dix y cent, mille, dix mille, cent mille, million, etc., 

dont chacun est ainsi formé par la réunion de dix nombres 
égaux au précédent , sont souvent désignés sous les noms 
alunites du premier^ du deuxième^ etc., ordre. L'unité du 
premier ordre est aussi appelée unité simple. 

Remarque, — Il faut observer que non-seulement l'u- 
nité d'un ordre quelconque vaut dix unités de Tordre pré- 
cédent, mais aussi qu'elle en vaut cent de l'ordre qui pré- 
cède de deux ramgs , mille de l'ordre qui précède de trois 
rangs, et ainsi de suite. Par exemple, l'unité du sixième 
ordre valant dix unités du cinquième ordre ou une dizaine 
d'unités du cinquième ordre, l'unité du septième ordre 
vaudra dix dizaines ou une centaine d'unités du cinquième 
ordre. On voit de même que l'unité du huitième ordre vaut 
mille unités du cinquième^ et ainsi de suite. 

4p. On peut maintenant énoncer les autres nombres sans 
employer de mots nouveaux. 

En effet , imaginons un nombre quelconque supérieur à 
neuf; dix des unités qu'il renferme forment une dizaine \ si 
le nombre des unités restantes est supérieur à neuf, on 
pourra former une deuxième dizaine , et ainsi de suite. 
Alors il arrivera de deux choses l'une : ou bien le nombre 
considéré sera la réunion de plusieurs dizaines , ou bien il 
sera formé de dizaines et d'un nombre d'unités au plus égal 
à neuf. Pareillement, le nombre des dizaines, s'il est supé- 
rieur à neuf sera composé de centaines qui pourront être 
réunies avec un nombre de dizaines au plus égal à neuf. En 
continuant ainsi , on voit que : 

Tout nombre peut être partagé en plusieurs parties 
Composées chacune d'unités d'un certain ordre, en nombre 
inférieur à dix. 
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Ce principe est la base de la numération; il permet 
d'énoncer un nombre quelconque en indiquant successive- 
ment combien d'unités de chaque ordre ce nombre ren- 
ferme. 

Par exemple, un nombre sera parfaitement connu, si 
Ton sait qu'il renferme 

quatre dizaines de trillion, neuf centaines de mille y 
deux unités de mille , sept dizaines , huit unités. 

Nous nous bornerons, pour le moment, à ce qui précède ; 
les détails qu'il nous reste à indiquer seront mieux placés 
après l'exposition de la numération écrite. 

5. Numération écrite, — Le principe fondamental exposé 
au numéro précédent permet d'écrire tous les nombres avec 
dix caractères seulement. Ces caractères sont appelés chiffres 
on figures. Neuf d'entre eux , dits chiffres significatifs, ser- 
vent à désigner les neuf premiers nombres. Ce sont : 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
un, deux, trois, quatre^ cinq, six, sept, huit, neuf. 

Le dixième chiffre est 05 il est appelé zéro, et sert à 
indiquer l'absence d'unités. 

6. Pour écrire en chitfres un nombre plus grand que 9 , 
il faut le concevoir décomposé, comme il a été dit au n^ 4, 
en unités des différents ordres. x\lors on écrit le chiffre qui 
représente les unités de Tordre le plus élevé; à la droite de 
ce chiffre, on écrit ensuite celui qui représente les uni- 
tés de Tordre immédiatement inférieur, si le nombre pro- 
posé en renferme. Dans le cas contraire on écrit un zéro. 
Si le nombre en question contient des unités d'ordres supé- 
rieurs au deuxième , on continue d'appliquer le même pro- 
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cédé. On voit qu'il consiste à écrira successivement, de 
gauche adroite, les chiffres représentant les unités des divers 
ordres contenues dans le nombre , à partir de Tordre le plus 
élevé, et en ayant soin de placer un zéro pour désigner 
chaque ordre manquant. 

Exemples, — i°. Le nombre formé de 



quatre centaines, sept dizaines, huit unités. 



s'écrit 



478. 

2". Le nombre formé de 

sept dizaines de mille , quatre centaines, deux unités. 



s'écrit 



^o4o2. 
3*^. Le nombre formé de 

sept dizaines de million. 



s écrit 



70000000. 

En résumé, le principe de la numération écj'ite est 
celui-ci: 

Tout chiffre écrit à la gauche d*un autre exprimé des 
unités de V oindre immédiatement supérieur à celles de cet 
autre chiffre. 

Remarque, — Les unités des diflererfis ordres sont re- 
présentées par 

I, 10, 100, 1000, 10 000, etc. 

7. On aperçoit aisément la supériorité de la numération 
écrite sur la numération parlée. On peut, en effet, écrire 
tous les nombres avec dix caractères, tandis que la numé- 
ration parlée ne permet d'énoncer les nombres, avec un nom- 
bre limité de mots , que jusqu'à une certaine limite. 

8. Les principes des n"*^ 4 et 6, sur Icscjuels reposent la 
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numération parlée et la numération écrite , constituent ce 
que Ton appelle le système de numération. 

Le nombre dix y qui indique combien il faut d'unités 
d'an ordre pour former une unité de l'ordre suivant, se 
nomme la base du système. Pour cette raison, le systènae 
de numération que nous avons exposé est appelé système 
décimal. 

Règles pour énoncer un nombre écrit en chiffres. 

9. Nous nous sommes surtout proposé, dans ce qui pré- 
cède , de mettre en évidence les principes fondamentaux de 
la numération. Il nous reste à indiquer quelques détails. 

Règle première. — Pour énoncer un nombre de deux 
ou trois chiffres y on énonce successii^ement chaque chiffre 
significatif y à partir de la gauche, en indiquant le nom 
des unités quil exprime. 

Ainsi , d'après cette règle , pour énoncer le nombre 

478, 

on dirait 

quatre centaines y sept dizaines, huit unités ; 
ou, plus brièvement , 

quatre cent, sept dix, huit : 

mais l'usage a apporté quelques modifications. 
Les locutions 

deux dix, trois dix, quatre dix, cinq dix, 
six dix, sept dix, huit dix, neuf dix, 

sont remplacées par celles-ci : 

vingt, trente, quarante, cinquante, 
soixante, septante, octnnte, nonantei 
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et même les trois derniers mots, savoir : 

septante, octante, nonante, 
sont peu usités et Ton emploie, à leur place, les mots 
soixante-dixy quatre-vingts ^ quatre-vingt* dix • 

Avec ces modifications, le nombre proposé 478 s'énon- 
cera 

quatre cent, septante-huit; 
ou 

quatre centj soixante-^ix^ huit, 

10. Une autre irrégularité introduite par Tusage est la 
substitution des mots 

onze, douze, treize^ quatorze, quinze^ seize, 
aux mots * 

diX'Un, dix-deuXf dix-trois, dix^quatre, dix-cinq, dix-six. 
Ainsi , au lieu d*énoncer le nombre 

2l5, 

en disant 

deux cent, dix, cinq^ 
on dit 

deux cent, quinze; 

de même , au lieu d'énoncer le nombre 

973, 
en disant 

neuf cent, soixante-dix ^ trois, 

on dit 

neuf cent , soixante-treize, 

H . Règle deuxième. — Pour énoncer un nombre qui a 
plus de trois chiffres ^ on le décompose, à partir de la droite, 
en tranches de trois chiffres, La dernière tranche à gauche 
peut ainsi n'a^oirqu un oudeux chiffres. Ensuite on énonce 
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chaque tranche comme si elle était isolée, en indiquant 
r ordre des unités de son dernier chiffre. 
Exemple, — Le nombre 

287 4^5 2o3 
s'énoncera 

deux cent trente^sept millions, quatre cent cinq mille, deux cent trois . 

La règle précédente est naturellement indiquée par le 
choix des mots qui désignent (n° 2) les unités des diflerents 
ordres. Ainsi , dans l'exemple proposé , la première tranche 
à gauche renferme 

Idetix centaines de million ou deux cents millions 
trois dizaines de million ou trente millions 
sept millions 
ou 

deux cent trente-sept millions; 

la tranche suivante renferme 

i quatre cent mille 
cinq mille 

ou 

quatre cent cinq mille ; 

et enfin, la dernière tranche à droite contient 

ideux cents 
trois 

ou 

deux cent trois; 
ce qui donne 

deux cent trente-sept millions, quatre cent cinq mille, deux cent trois, 

comme, la règle l'indique. 

12. Par cette manière d'énoncer les nombres, on les 
conçoit décomposés en diverses parties formées respective- 
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ment d'unités du premier j du quatrième y du septième, du 
dixième, etc., ordre ^ ces unités, savoir 

un, mille, million, billion, trillion, quatrillion, etc, 

sont dites unités principales. Chacune d'elles contient mille 
fois la précédente. 

Remarque. — La considération de ces unités principales 
est d'une importance très-secondaire. Elle permet, à la 
vérité 5 de simplifier l'énoncé des nombres , mais elle n'est 
d'aucune utilité dans la numération écrite sur laquelle re- 
posent toutes les règles de calcul. 

On est même souvent conduit, dans les opérations, à dé- 
composer les nombres autrement^ par exemple, en unités 
et dizaines , quel que soit d'ailleurs le nombre des chiffres ; 
ou en unités, dizaines et centaines, etc. Ainsi le nombre 

45728 
peut s'énoncer en disant 

4572 dizaines et 8 unités, 
ou 

457 centaines 9 2 dizaines et 8 unités. 

Cela résulte immédiatement du principe de la numé- 
ration. Par exemple, dans le nombre 45728, le chiflfre 7 
exprime des unités du troisième ordre *, les chiffres 5 et 4 9 
qui le précèdent, expriment l'un des dizaines, l'autre des 
centaines d'unités du troisième ordre; d'où il suit que le 
nombre en question renferme 457 unités du troisième ordre 
ou 457 centaines. 

Règle pour écrire en chiffres un nombre énoncé. 

13. Le nombre dont il s'agit étant énoncé conformément 
aux règles précédentes , on écrit successivement , à la suite 
les uns des autres , les nombres d'unités principales énoncés. 
On doit observer que chacun de ces nombres, à partir du 
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deuxième , doit comprendre trois ordres d'unités , et Ton 
doit écrire , par conséquent , un zéro à la gauche de ceux 
qui n'ont que deux chiffres, et deux zéros à la gauche de 
ceux qui n'en ont qu'un. De même, si le nombre proposé 
manque d'unités principales d'un certain ordre, il faut 
avoir soin d'écrire trois zéros avant de passer aux unités 
principales de Tordre suivant. 

Exemple, — Le nombre énoncé étant 

cent quatriiiions, dix billions^ trois cent vingts-sept millions, neuf. 



on écrira 



100 ooo oio 327 000 009. 

Questions proposées. 

1. Énoncer le nombre 1234^6789. 

2 . Énoncer le nombre 102 oo3 o4o o5o 600 708 009. 

3. Écrire en chiffres le nombre vingt^sept trUUons sept 
billions neuf mille trois cent sept, 

4. Ecrire en chiffres le nombre cent qtdntiUions neuf 
mille trois, 

5. Quel est le nombre immédiatement supérieur à 
3089799? 

6. Quel est le nombre immédiatement inférieur à 
307400? 
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CHAPITRE IL 
ADDITION ET SOUSTRACTION. 

De l'addition, — < Cas simples de l'addition. — Cas général de Taddition, — 
Règle de l'addition. — Preave de l'addition. < — De la soustraction. — Cas 
simple de la soustraction. — Soustraction de deux nombres de plusieurs 
ehiffres dans un cas particulier. — Cas général de la soustraction. — 
Règle de la soustraction. — Preuve de la soustraction. 



De r addition. 

14. V addition est une opération qui a pour but de 
former un nombre renfermant toutes les unités contenues 
dans deux ou plusieurs nombres donnés. 

Le résultat de Taddition est appelé somme. 

Cas simples de V addition. 

15. Supposons d'abord qu'il s'agisse d^ additionner ou 
d'ajouter deux nombres d'Un seul chifire, 8 et 5 par exemple. 
On aura la somme demandée en ajoutant successivement à 8 
autant de fois l'unité que 5 la contient ', ainsi l'on dira 

8 et I font 9, 

9 et I .... lo, 

lo et I II, 

iieti 12, 

12 et i .... i3, 

et la somme est i3. 

Supposons , en second lieu , qu'il s'agisse d'additionner 
un nombre d'un seul chifire avec un nombre de plusieurs 
chiffres. Soient, par exemple, 5 et 238 ces deux nombres. 
Celui-ci est formé de 23 dizaines et de 8 unités (n^ 12) : 
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ces 8 unités , ajoutées aux 5 unités qui composent le pre- 
mier nombre, donneront i3 unités, ou bien i dizaine et 
3 unités. La somme cherchée contiendra donc 23 dizaines y 
1 dizaine et 3 unités \ ou 24 dizaines et 4 unités ] c'est-à-dire 
que cette somme est 243. 

On acquiert facilement assez d'habitude pour faire im- 
médiatement des additions de cette nature , et dire sur-le- 

champ 

8 et 5 font i3, 

288 et 5 font 243. 

16. Enfin, pour faire l'addition de plusieurs nombres 
d'un seul chiâre , on ajoute d'abord deux de ces nombres , 
puis on ajoute le résultat avec un troisième ^ et ainsi de suite. 

Soit proposé, pour exemple, d'additionner les nombres 



on dira 



8? 5, 9, 7, 


4i 


8 et 5 font 


i3, 


1 3 et 9 


22, 


22 et 7 .... 


29» 



29 et 4 33 ; 

et la somme cherchée est 33. 

Cas général de V addition, 

17. On ramène le cas général de l'addition au cas simple 
du n° 16 à Faide de ce principe évident : 

La somme de plusieurs nombres peut s* obtenir en addi- 
tionnant successivement les unités simples de ces nombres, 
les dizaines f les centaines, etc. y et en réunissant ensuite 
toutes ces sommes partielles. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille additionner les 
trois nombres 

9507, 939, 5028. 
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Pour plus de commodité , on dispose Topération comme il 
suit : 

9507 

5028 
15474 

Les nombres donnés sont écrits les uns au-dessous des 
autres, de manière que les unités de même ordre soient 
dans une même colonne verticale. On tire un trait au- 
dessous du dernie£ nombre, et Ton écrit au-dessous du 
trait les chiffres de la somme à mesure qu'ils sont trouvés. 

On commence par additionner les unités simples, et 
Ton dit: 7 et 9 font 165 16 et 8 font 24. 24 est ainsi 
la somme des unités simples; mais, comme celte somme 
renferme 2 dizaines et 4 unités, on écrit seulement le 
chiffre 4 à la place des unités, et Ton retient les 2 di- 
zaines pour les réunir avec les dizaines des nombres pro- 
posés. 

On passe à la colonne des dizaines, et Ton dit : 2 de retenue 
et 3 font 5; 5 et 2 font 7. 7 est donc le chiffre des dizaines 
de la somme; on Técrit à la place des dizaines. 

On passe à la colonne des centaines , et l'on dit : 5 et 9 
font 14. Comme ces i4 centaines se composent de i mille 
et de 4 centaines , on écrit seulement le chiffre 4 à la place 
des centaines, et l'on retient i mille pour le réunir avec 
les mille de la colonne suivante. 

Arrivant enfin à la colonne des mille, on dit : i de re- 
tenue et 9 font 10, 10 et 5 font i5. Ces i5 mille se com- 
posent de I dizaine de mille et de 5 mille ; par conséquent, 
on écrit 5 à la place des mille , et ensuite i à la gauche de 
ce chiffre. 

On trouve ainsi que la somme des nombres proposés est 

15474. 
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.48. Dans lisi pratique, on fait Taddition en disant : 

7 et 9 . . . i6 et 8 ... 2^; je pose 4 et retiens 2 , 

2 et 3 . . . 5 et 2 . . . 7 ; yV? pose 7, 

5 et g . . . 1 4 - Je pose 4 et retiens i , 

I et 9 . . . 10 et 5 . . . iS; Je pose i5. 

Règle de V addition, 

19. Ce qui précède conduit à la règle suivante : 
Pour additionner deux ou plusieurs nombres, on les 
écrit les uns au-dessous des autres, de manière que les 
unités de même ordre soient dans une même colonne 'ver- 
ticale, et l'on tire un trait au-dessous du dernier nombre. 
On fait la somme des chiffres de la première colonne à 
droite, et, si le résultat ne surpasse pas g, on l'écrit au- 
dessous du trait dans la première colonne^ dans le cas 
contraire^ on écrit seulement les unités, et l'on retient les 
dizaines pour les réunir ax^ec les nombres de la deuxième 
colonne. On continue de la même manière jusqu'à la der- 
nière colonne^ alors on écrit le nombre qui représente la 
somme des chiffres de cette colonne et des retenues de In 
précédente, de manière que son premier chiffre à droite 
soit au-dessous du trait dans la dernière colonne. 

Remarque, — La méthode d'où la règle précédente est 
déduite, consiste à additionner successivement les unités 
des différents ordres contenus dans les nombres proposés^ 
mais il est essentiel de commencer l'opération par les unités 
de l'ordre le moins élevé , comme la règle l'indique. Si , en 
effet, on commençait par les unités de l'ordre le plus élevé, 
on pourrait être exposé, dans le cours de l'opération, à 
modifier des chiffres déjà écrits , à cause des retenues. Le 
seul cas où il soit indifférent d'opérer de droite à gauche 
ou de gauche à droite , est celui où la somme des chiffres 
de chaque colonne est inférieure à 10. 
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Preui^e de l* addition. 

20. La preui^e d'une opération est une seconde opé- 
ration qui a pour but dé vérifier le résultat de la première. 

Pour faire la preuve de l'addition , on recommence en 
écrivant les nombres proposés dans un ordre di fièrent de 
celui qu'on avait d'abord adopté \ ou bien , si l'on conserve 
le même ordre, on opère de bas en haut où de haut en 
bas y suivant qu'on avait d'abord opéré de haut en bas ou 
de bas en haut. 

De la soustraction, 

21 . La soustraction est une opération qui a pour but de 
retrancher d'un nombre donné autant d'unités quily en 
a dans un second nombre donné. 

Le résultat de l'opération est appelé reste. On dit aussi 
que le reste est la différence des deux nombres donnés , ou 
V excès du plus grand sur le plus petit. 

II est évident que le plus grand des nombres donnés se 
compose des unités du plus petit, et de celles du rester en 
d'autres termes , il est la somme du plus petit nombre et du 
reste. C'est pourquoi l'on peut dire que : 

La soustraction a pour but, étant données une somme 
de deux parties et l'une de ces parties, de trouver l'autre 
partie. 

Cas simple de la soustraction. 

22. Considérons d'abord le cas où le nombre à soustraire 
n'a qu'un chifire, et où le reste est inférieur à lo : suppo- 
sons, par exemple, qu'il faille retrancher 5 de 9. Il faut, 
d'après la définition, retrancher successivement de 9 autant 
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de fois l'unité que 5 la contient, et l'on dit : 

de 9 ôté I reste 8, 
8 1 7, 

6 I 5, 

5 I 4î 

le reste est donc 4* 

Supposons encore qu'on ait à retrancher 6 de 1 3, on dira: 

de i3 ôté I reste i2, 

12 I II, 

II I lO, 

»o I 9' 

9 ••••• I 8, 

8 I 7; 

le reste est donc 7. 

On acquiert facilement l'habitude nécessaire pour faire 
immédiatement les soustractions de cette espèce , et pour 
pouvoir dire sur-le-champ : 

de g ôté 5 reste 4» 
i3 6 7. 

Soustraction de deux nombres de plusieurs chiffres 

dans un. cas particulier, 

23 . La soustraction de deux nombres de plusieurs chiffres 
se ramène immédiatement au cas précédent, lorsqu'aucun 
chiffre du plus petit nombre ne surpasse le chiffre corres- 
pondant du plus grand. Cela résulte de ce principe évident: 

La différence de deux nombres peut s*obtenir en re- 
tranchant les unitésy dizaines, centaines, etc., du plus 
petit, des unités , dizaines, centaines, etc., du plus grande 
et réunissant ensuite toutes ces différences partielles. 
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Supposons, par exemple, qu^on ait à soustraire 2074 
de 16097; ^^ dispose Fopération comme il suit : 

16097 
2074 

i4o23 

Le plus petit nombre est écrit au-dessous du plus grand , 
de manière que les unités de même ordre soient dans une 
même colonne verticale; on tire un trait au-dessous du plus 
petit nombre^ et Ton écrit au-dessous du trait les chiffres de 
la dijBTérence à mesure qu'ils sont trouvés. 

On fait d'abord la différence des unités simples , et l'on 
dit : 4 ôté de 7, il reste 3 ; 3 est le chiffre des unités du reste 
cherché; on l'écrit au-dessous du trait dans la colonne des 
unités. 

On passe à la colonne des dizaines^ et Ton dit : 7 ôté de 9, 
il reste 2; on écrit le. chiffre 2 à la place des dizaines. 

Comme les nombres proposés ne contiennent pas de cen- 
taines, le chiffre des centaines du reste est zéro; on Técrit 
à la place des centaines. 

On passe à la colonne des mille , et Ton dit : 2 ôté de 6, 
il reste 4; on écrit ce chiffre à la place des mille. 

Enfin, comme le plus grand nombre renferme 1 dizaine 
de mille et que le plus petit n'en renferme pas , le chiffre 
des dizaines de mille du reste est i ; on l'écrit à la place des 
dizaines de mille. 

Le reste cherché est ainsi i4o23. . 

Cas général de la soustraction, 

24. On ramène le cas général de la soustraction au pré- 
cédent à l'aide du principe suivant : 

La différence de deux nombres ne change pas quand on 
les augmente F un et r autre d*un même troisième nombre. 

Ce principe est évident, car la différence de deux nom- 

2 
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bres exprime combien il y a, dans le plus grand, d'unités 
qui ne se trouvent pas dans le plus petit 5 d'où il suit que 
cette différence ne peut être altérée quand on ajoute aux 
deux nombres considérés un même nombre d'unités. 

25. Supposons maintenant qu'on ait à soustraire 1763812 

de 2o5634 ' 

2o5634 
I 76382 

29252 

La soustraction des unités peut s'effectuer, et l'on a pour 
résultat 2, que Ton écrit à la place des unités. Mais, en arri- 
vant à la deuxième colonne , on se trouve arrêté parce qu'on 
ne peut retrancher 8 de 3 ', alors on augmente ce chiffre 3 
de 10, se réservant, quand on passera à la colonne suivante, 
d'augmenter d'une unité le chiffre du plus petit nombre. 
On voit qu'en opérant ainsi on ne fait qu'ajouter aux deux 
nombres donnés 10 unités du deuxième ordre ou i unité du 
troisième , ce qui , d'après le principe du n^ 24, ne doit pas 
changer le résultat de l'opération. Ainsi l'on dit : 8 ôté 
de i3, il reste 5, et Ton écrit ce chiffre à la place des 
dizaines du reste. 

En arrivant à la troisième colonne 5 on dit : 3 et i font 4? 
4 ôté de 6, il reste 2-, on écrit le chiffre 2 a la place des 
centaines. 

On passe à la quatrième colonne, et comme il arrive 
qu'on ne peut retrancher 6 de 5, on ajoute 10 à ce dernier 
chiffre, et l'on dit : 6 ôté de i5, il reste 9, qu'on écrit à la 
place des mille. 

Arrivant à la cinquième colonne, il faut avoir soin d'aug- 
menter d'une unité le chiffre du plus petit nombre, et en 
opérant comme précédemment, on dit : 7 et i font 8, 8 ôlé 
de 10 reste 2 , qu'on écrit à la place des dizaines de mille. 

Enfin, arrivant à la sixième colonne, qui est la dernière, 
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on dit : I et I font 2, 2 été de 2 reste zéro, quil est inutik 
d'écrire. 

Le reste cherché est ainsi 29252. 

26. Dans la pratique , on opère en disant : 

2 de 4 ^^s*^ 2 , 
8 de i3 reste 5, 

I et 3 ... 4 ^® ^ reste 2, 

6 de i5 reste 9, 

1 et 7 ... 8 de 10 reste 2, 

1 et 1 ... 2 de 2 reste 6^ 

Règle de la soustraction . 

27. On peut, d'après ce qui précède, énoncer la règle 
suivante : 

Pour ai^oir la différence de deux nombres, on écrit le 
plus petit au-dessous du plus grand, de manière que les 
unités de mêm^ ordre soient dans une même colonne ver" 
ticale, et l'on tire un trait au-dessous du plus petit nombre^ 
Ensuite on retranche, à partir de la droite, chaque chiffre 
du nombre inférieur du chiffre correspondant du nombre 
supérieur, et Von écrit la différence au-dessous. Lorsqu'un 
chiffre du nombte supérieur est moindre que le chffre 
correspondant du nombre inférieur, on V augmente de 
lo unités^ afin de rendre la soustraction possible^ mais il 
' faut a^'oir soin en même temps, quand on passe à la co- 
lonne suivante, d'augmenter d'une unité le chffre du 
nombre inférieur. 

Remarque, — 11 est essentiel de commencer l'opération 
par la droite , comme l'indique la règle précédente 5 car, en 
opérant de gauche à droite, on serait obligé de modifier un 
ou plusieurs de» chiffres déjà écrits, lorsqu'on arriverait à 
une colonne dans laquelle le chiffre inférieur serait plus 
gi^aûd que le chiffre supérieur. Le cas particulier du n** 23 

.2. 
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est le seul où il soit indifférent d'opérer de droite à gauche 
ou de gauche à droite. 

Preuv^e de la soustraction, 

28. La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le 
reste avec le plus petit nomhre^ si Ton trouve pour résultat 
le plus grand nombre (n^ 21 ) , on a une vérification du pre- 
mier calcul. 

Questions proposées. 

1. Faire l'addition des nombres 999999, 990 099 , 

88988, 77877, 696. 

2. Sur 524020 individus qu'on suppose avoir 16 ans le 
même jour, il n'y en a , d'après Duvillard, que 369404 qui 
atteignent Tâge de 4o ans. On demande combien sont morts 
dans Tintervalle. 

3. On appelle complément d'un nombre le nombre qu'il 
faut lui ajouter pour obtenir ime unité de l'ordre immédia- 
tement supérieur à celles qu'exprime son premier chiffre à 
gauche. Cela posé , on demande les compléments des nom- 
bres 7, 5o8, 7246, 89700. 

4. Faire voir que, pour former le complément d'un 
nombre, il suffit de remplacer le premier chiffre significatif 
à partir de la droite, par le chiffre qui exprime sa différence 
à 10, et chacun des chiffres qui précèdent par celui qui 
exprime sa différence kg* 

5. Quand on a une soustraction à faire, on peut, sans 
changer la différence , ajouter à chacun des deux nombres 
le complément du plus petit. En quoi cette addition peut- 
elle simplifier la soustraction qu'on doit effectuer ? 

6. Trouver, à l'aide des compléments , la différence entre 
987643 et I 5 23 604. 
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CHAPITRE III. 
NULTIPLIGATION. 

De la multiplication. — Table de multiplication. — Multiplication d'un 
nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un seul chiffre. — Multi* 
plication d'un nombre par un chiffre significatif suivi d'un ou de plusieurs 
zéros. — Cas général de la multiplication. — Règle de la multiplication. 
— Cas particulier où le multiplicande et le multiplicateur sont terminés 
par des zéros. -^ Nombre des chiffres du produit. — Preuye de la multi- 
plication. 



De la multiplication, 

S9. La multiplication est une opération qui a pour but 
de former un nombre composé d^ autant de parties égalés 
à un nombre donné, qu'il y a d'unàés dans un second 
nombre donné. 

Le premier nombre donné se nomme multiplicande, le 
second se nomme multiplicateur, et le résultat de Fopéra- 
tion est appelé produit. Le multiplicande et le multiplica- 
teur sont aussi appelés les facteurs du produit. 

Ainsi, multiplier 5 par 3, c'est faire la somme de 3 
nombres égaux à 5. Cette somme étant égale à i5, on dit 
que le produit de 5 par 3 est i5. Dans cet exemple, 5 est le 
multiplicande, 3 est le multiplicateur. 

On voit aussi , par la définition , que si le multiplicateur 
est égal à Tunité, le produit est égal au multi|)licande ; 
ainsi le produit d'un nombre par i est ce nombre lui-- 
même. 

Table de multiplication, 

30. La multiplication étant Taddition de plusieurs nom- 
bres égaux, on pourrait Teffectuer en suivant la règle 
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donnée pour Taddition en général (n^l9). Ce procédé, 
qui est impraticable dans le cas de nombres un peu consi^ 
dérables , est eflFectivement celui que l'on emploie pour faire 
le produit de deux nombres d'un seul chiffre, et ron ra- 
mène, comme on verra plus loin, tous les autres cas à 
celui-là. On comprend dès lors combien il est essentiel^ 
pour opérer promptement , de savoir par cœur tous les pro^ 
dnits que Ton peut former avec deux nombres d^un seul 
cbiffre. 

31 . Ces produits se trouvent renfermés dans la TaBle 
suivante, dont nous allons indiquer la construction et 
Ttisage. 



I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


2 

4 
6 

8 

10 
12 

î4 

i6 
i8 


3 
6 

9 

12 

i5 
i8 

21 
24 

27 


4 

8 

12 

iG 

20 

24 
28 
32 

36 


5 

lO 

i5 

20 
25 

3o 
35 
4o 
45 


6 

12 

i8 

24 

3o 
36 
42 
48 
54 


7 

ï4 

21 
28 

35 

42 

49 
56 

63 


8 

i6 

24 

32 

4o 

48 
56 
64 

7î 


9 
i8 

27 
36 

45 

54 

63 

72 

8z 



La première colonne horizontale renferme les neuf pre- 
miers nombres, ou, ce qui revient au même, les produits 
des neuf premiers nombres par i . 

Pour former la deuxième colonne horizontale, on ajoute 
chacun des nombres de la première avec lui-même , et l'on 
écrit le résultat au-dessous-, celte deuxième colonne ren- 
ferme donc les produits des neuf premiers nombres par 2. 

Pour former la troisième colonne horizontale , on ajoute 
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cliacun des nombres de la deuxième avec le nombre corres- 
pondant de la première, cVst-à-dire avec celui qui se trouve 
dans la même colonne verticale , et Ton écrit le résultat au- 
dessous^ la troisième colonne horizontale renferme ainsi 
les produits des neuf premiers nombres par 3 . 

Pareillement 5 pour former la quatrième colonne hori- 
zontale, on ajoute chacun des nombres de la troisième avec 
le correspondant de la première , et Ton écrit le résultat 
au-dessous. Cette quatrième colonne renferme donc ^s pro- 
duits des neuf premiers nombres par 4- 

De même, chacune des colonnes suivantes , jusqu'à la 
neuvième , se forme en ajoutant chacun des nombres de la 
colonne précédente avec le nombre correspondant de la 
première colonne^ d'où il suit que les neuf colonnes hori- 
zontales contiennent les produits des neuf premiers nom- 
bres par I, a, 3,..., 9 respectivement. 

32. Voici maintenant comment on fait usage de cette 
Table. Supposons , par exemple , qu'on demande le produit 
de 7 par 6. D'après la manière dont la Table est construite, 
ce produit doit èlre dans la septième colonne verticale qui 
renferme tous les produits de y par les neuf premiers nom- 
bres, mais il doit être aussi dans la sixième colonne hori- 
zontale qui renferme les produits de tous les neuf premiers 
nombres par 6 ; donc il sera à la rencontre de ces deux co- 
lonnes. On trouve ainsi que le produit demandé est 4^- 

Multiplication d'un nombre de plusieurs chiffres par un 

nombre d'un seul chiffre. 

33. 11 résulte de la définition de la multiplication , et du 
principe sur lequel repose la règle de Taddition (n? 17), 
que ; 

Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un 
nombre d'un seul chiffre, il suffît de multiplier les unités. 
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dizcùneSy centaines y etc., du multiplicande par le multi-' 
plicateur, et de réunir ensuite tous ces produits partiels • 

Supposons, par exemple, qu'il s*agisse de multiplier 
2096 par 7. On dispose Fopëration de la manière suivante : 

2096 

7 

14672 

Le multiplicateur est écrit au-dessous du multiplicande^ 
et Ton tire un trait au-dessous du multiplicateur; ensuite 
on écrit au-dessous du trait les chiffres du produit à me- 
sure qu'ils sont trouvés. 

On multiplie d'abord les unités du multiplicande par le 
multiplicateur, et l'on dit : 7 fois 6 font 4^* Comme ces 
42 unités se composent de 4 dizaines et de 2 unités , on 
écrit seulement le chiffre 2 à la place des unités du produit, 
et Ton retient les 4 dizaines pour les réunir au produit des 
dizaines du multiplicande par le multiplicateur. 

Arrivant aux dizaines , on dit : 7 fois 9 font 63 et 4 de 
retenue font 67. Ces 67 dizaines se composent de 6 cen- 
taines et de 7 dizaines; on écrit seulement le chiffre 7 à la 
placé des dizaines, et Ton retient les 6 centaines. 

Mais, comme dans l'exemple choisi le multiplicande ne 
contient pas de centaines , le produit ne contiendra que les 
6 centaines de retenue ; on écrit donc ce chiffre à la place 
des centaines. 

Enfin, arrivant aux mille , on dit ; 7 fois 2 font 14, et 
l'on écrit ce nombre à la gauche des chiffres déjà trouvés. 

Le produit obtenu est ainsi 14672. 

34. Dans la pratique, on opère en disant : 

7 fois 6 ... 4^ > /^ P^'^^ ^ ^' retiens 4 > 

7 fois' 9 . . 63 et 4 • • • 67 ; y^ pose 7 et retiens 6, 

7 fois o . . . G et 6 . . . ^) je pose 6 , 

7 fois 2 ... i4; Je pose 14. 
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35. On peut, d'après cela, énoncer la règle suivante : 

Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un 
nombre d'un seul chiffre, on multiplie successivement les 
d^érents chiffres du multiplicande par le multiplicateur^ 
en commençant par la droite. On écrit le chiffre des unités 
du premier produit partiel, et Von retient les dizaines 
pour les ajouter ai^ec le produit partiel suii^ant^ on écrit 
Ig chiffre des unités de cette somme à la gauche du pre^- 
iTëier chiffre déjà écrit y et Von retient les dizaines pour 
les réunir ai^ec le troisième produit partiel ^ et ainsi de 
suite. 

Remarque. — La raison pour laquelle il est nécessaire 
d'opérer de droite à gauche est la même que pour l'addition. 

Multiplication d'un nombre par un chiffre significatif 
suiui d'un ou de plusieurs zéros, 

36. 1^. Pour multiplier un* nombre par lo, loo, 
looo, etc., il suffit d'écrire i, à, 3, etc., zéros à sa droite. 
Car alors, d'après le principe de la numération écrite, 
chacun des chiffres exprime des imités lo, loo, looo, etc., 
fois plus grandes qu'auparavant^ et, par suite, le nombre 
a été rendu lo, loo, looo, etc., fois plus grand; en d'autres 
termes, il a été multiplié par lo, loo, lOoo, etc. 

2^. Pour multiplier un nombre par un chiffre signifi- 
catif suivi d^un ou de plusieurs zéros y il suffit de multiplier 
le nombre par ce chiffre, et d'écrire à la droite du résultat 
autant de zéros qu'il y en a à la droite du chiffre. 

Supposons , par exemple , qu'on veuille multiplier 2096 
par 3oo, qui est, comme on vient de voir, le produit de 3 
par ïoo. 

Ecrivons , les uns sous les autres , trois nombres égaux 
au multiplicande 2096; puis au-dessous de ce groupe, écri- 
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vons un deuxième groupe semblable ; puis un troisième , eic . ] 
jusqu^à ce nous ayons en lout cent groupes. 

2096 




• ■ • • 



On voit que 2096 se trouve écrit un nombre de fois égal 
au produit de 3 par 100; par conséquent, en additionnant, 
tous ces nombres, on aura le produit de 2096 par 3oo. 
Mais il est évident qu'on aura le même résultat en addi- 
tionnant les 3 nombres de chaque groupe, et en addi- 
tionnant ensuite les 100 sommes obtenues. Or la somme 
des 3 nombres de chaque groupe est égale au produit de 
2096 par 3, et pour faire la somme de 100 nombres égaux 
à ce produit , il suffira, après l'avoir effectué, d'écrire deux 
zéros à sa droite; donc, pour multiplier 2096 par Soo, 
il suffit de multiplier 2096 par 3, et d'écrire ensuite deux 
zéros à la droite du produit effectué. Ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

Cas général de la multiplication, 

37. La multiplication de deux nombres quelconques se 
ramène aisément aux cas simples que nous venons d'exa- 
miner. 

Supposons qu'on veuille multiplier 2096 par 347. Le 
multiplicateur est la somme des trois nombres 7, 4o et 3oo; 
donc le produit cherché, qui est la somme de 347 nombres 
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égaux à 2096, s'obtiendra en faisant la somme de 7 nom- 
bres, de 40 nombres et de 3oo nombres égaux à 2096, et 
en réunissant ensuite les résultats -, c'est-à-dire qu'il faudra 
multiplier 2096 successivement par 7, 4o et 3oo, puis 
ajouter les produits partiels obtenus. Le premier de ces 
produits s'obtiendra par la règle du n^ 35 5 les deux autres 
seront donnés par la même règle , combinée avec celle du 



n^ 36. 



On dispose l'opération de la manière suivante : 

2096 

347 



14672 
8384 
6288 

727312 



Le multiplicateur est écrit au-dessous du multiplicande; 
et l'on a tiré un trait au-dessous du multiplicateur. On 
multiplie le multiplicande par 7, et Ton écrit au-dessou» 
du trait le résultat 14672. On multiplie ensuite le multi- 
plicande par 4) et Ton écrit le résultat 8384 au-dessous du 
premier produit partiel , de manière que son dernier chiffre 
soit dans la colonne des dizaines. Enfin on multiplie le mul- 
tiplicande par 3 , et l'on écrit le résultat 6288 au-dessous du 
précédent , de manière que son dernier chiffre soit dans la 
colonne des centaines. 

Ajoutant ensuite les trois résultats, on obtient le produit 
cherché 727312. 

Remarque, — Les produits partiels, qui concourent k 
former le produit total , sont 

14672, 8384© , 628800, 
et non pas 

14672, 8384, 6288; 
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mais, par la manière dont Topération est dirigée , on rait 
que les zéros sont complètement inutiles, et qu'il vaixt 
mieux ne pas les écrire. 

Règle de la multiplication, 

« 

38. Le raisonnement qui précède conduit à la règle 
suivante : 

Pourjaire le produit de deux nombres y on écrit le mul- 
tiplicateur au-dessous du multiplicande y de manière que 
les unités de même ordre se correspondent, et Von tire un 
trait au-dessous du multiplicateur. Ensuite on multiplie le 
multiplicande successis^ement par les div^ers chiffres signi- 
ficatifs du multiplicateur^ et Von écrit chaque résultat de 
manière que son dernier chiffre soit dans la mém^ colonne 
verticale que le chiffre du multiplicateur quî Va fourni. On 
fait ensuite la somme de tous ces résidtats^ c^est le produit 
cherché, 

m 

Remarque. — Il n'est pas indispensable de commencer 
l'opération par la droite du multiplicateur; cela est seule- 
ment plus commode. 

Cas particulier où le multiplicande et le multiplicateur 

sont terminés par des zéros. 

39. 5/ Vu7i des facteurs ou si tous deux sont terminés 
par un ou plusieurs zéros , on supprime ces zéros , et Von 
multiplie les nombres résultants^ puis on écrit à la droite 
du produit obtenu autant de zéros quon en a supprimé, 
tant au multiplicande quau multiplicateur, : 

Par exemple , pQ}ir avoir le produit de 23^000 par 43oo, 
il suflSt de multiplier 27 par 43 , et d'écrire cinq zéros à la 
droite du résultat. 

En effet , un raisonnement tout semblable à celui em- 
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ployé au 11° 36, prouve qu'on obtient le produit de 27000 
par 43oo en multipliant a^ooo par 43 , et écrivant en- 
suite deux zéros à la droite du résultat. D^un autre côté, 
comme a^ooo est égal à 27 unités de mille, le produit 
de 27000 par 43 sera égal à 43 fois 27 unités de mille, 
e'esb-à-dire à un nombre de mille égal au produit de 27 
par 43. D'après cela, le produit de 27000 par 43 se 
fera en écrivant trois zéros à la droite du produit de 27 
par 43 î et par conséquent enfin, le produit de 27000 
par 43oo s'obtiendra en écrivant cinq zéros à la droite du 
produit de 27 par 43. Ce qu il fallait démontrer. 

Nombre des chiffres du produit. 

40. Le nombre des chiffres du produit est égal au nombre 
des cliîffres du multiplicande augmenté du nombre des 
chiffres du multiplicateur, ou à cette somme diminuée d'une 
unité. 

En effet, supposons que le multiplicande ait quatre chif- 
fres, qu'il soit, par exemple, 2096, et que le multiplica- 
teur ait trois chiffres. 

Le multiplicateur ayant trois chiffres est au moins égal 
à 100 , donc le produit est au moins égal à celui de 2096 
par 100 , qui est 209600^ et, par suite, le nombre de ses 
chiffres est au moins égal à la somme des nombres de chif- 
fres des facteurs diminuée de i . 

En second lieu , le multiplicateur est plus petit que 1000 5 
donc le produit est plus petit que le produit de 2096 par 
1000, qui est 2096000; le nombre des chiffres ne peut 
donc point surpasser la somme des nombres de chiffres des 
facteurs. 

Preui^e de la multiplication, 

41 . Pour faire la preuve de la multiplication^ on recom- 
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mence en prenant le multiplicateur pour multiplicande, et 
inversement. Si Ton retrouve le même produit qu'an avait 
d'abord obtenu , on aura tuie vérification du premier calcul. 
Ceci résulte du principe suivant : 

42. Le produit de deux nombres ne change pas, çuand 
on prend le multiplicande pour multiplicateur y et îni^er- 
sement. 

Je dis, par exemple, que le produit de 5 par 4 est égal 
au produit de 4 P^r 5. En effet, écrivons sur une même 
ligne horizontale , autant d'unités qu'il y en a dans le nom- 
bre 5 , et répétons cette ligne autant de fois qu'il y a d'unités 
dans 4 ^ nous formerons le tableau suivant : 

- I I I I I 

I I I I I 

1 I I I I 

I I I I I 

dont le nombre des unités est égal, d après la formation^ 
au produit de 5 par 4* Or, si l'on considère les unités ren- 
fermées dans une colonne verticale , on voit que leur nombre 
est égal à 4 7 et, comme il y a cinq colonnes verticales, il 
s^ensuit que le nombre des unités renfermées dans le ta- 
bleau est aussi égal au produit de 4 p^i" ^* Donc les produits 
de 5 par 4 et de 4 p^r 5 sont identiques. 

Questions proposées, 

1. Trouver combien il y a d'heures, de minutes, de se- 
condes dans une année ordinaire de 365 jours. 

2. Le volume du soleil contient à peu près 1 384 5oo foi» 
celui de la terre. D'un autre côté , le volume de la terie con- 
tient à peu près 8o fois celui de la lune. Combien de fois 
le volume du soleil contient-il celui de la lune? 
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3 . Sur 1 ooo ooô d'individus qu'on suppose nés en France 
au même instant, il en meurt moyennement 14067 par an 
dans un intervalle de 5o années. On demande combien il 
reste d'individus vivants au bout de la 5o®"® année. 

4. Le département de la Seine, dont la superficie est 
environ de 47^ kilomètres carrés , contient moyennement 
287 1 habitants par kilomètre carré. On demande quelle e^t 
la population de ce département. 

5 . Quel changement éprouve un produit quand on ajoute 
une, deux, trois, etc., unités au multiplicande ou au mul- 
tiplicateur? 

6. Quel changement éprouve un produit quand on re- 
tranche une ,^ deux , trois , etc. , unités du muUiplicande ou 
du multiplicateur? 
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CHAPITRE IV. 
DIVISION.- 

De la division. — Détermination du nombre des chiffres du quotient. — Cas 
particulier où le quotient n'a qu'un seul chiffre. — Disposition de l'opé- 
ration et procédé pratique pour l'essai d'un chiffre. — Principe sur lequel 
repose la division dans le cas où le quotient a plusieurs chiffres. — Cas 
général de la division. — Règle de la division. — Cas particulier où le di- 
viseur est terminé par des zéros. — Preuve de la division. 



De la dwision. 

43. La dmsion est une opération quia pour but de trou- 
x^er combien de fois un nombre donné contient un autre 
nombre donné. 

Le premier nombre donné se nomme dividende j le se- 
cond se nomme diy^iseury et le nombre cherché est appelé 
quotient, 

La division peut se faire par la soustraction. Veut-on , par 
exemple, diviser i4 par 4 5 on retranchera 4 de 1 4, ce qui 
donne le reste 10; on retranchera de même 4 de 10, ce qui 
donne le reste 6 \ on retranchera encore 4 de 6 , ce qui 
donne le reste 2 , inférieur à 4* On voit que du dividende i4 
on a pu retrancher successivement trois fois le diviseur 4 9 
et qu'on a obtenu un dernier reste 2 inférieur à 4; par 
conséquent , 3 est le quotient de la division de i4 par 4* 

Mais ce procédé , qui conduit aisément au résultat dans 
Texemple que nous avons choisi , serait , dans la plupart des 
cas, d'une application difficile; aussi a*t-on dû recourir à 
d'autres moyens. 

44. D'après la définition donnée plus haut , la différence 
entre le dividende et le produit du diviseur par le quotient 
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doit être inférieure au diviseur. Celte différence peut cire 
nulle ou zéro^ et alors on dit que la div^îsion se fait exac- 
tement. Dans tous les cas , la différence dont nous parlons 
est appelée reste de la dwision. 

Il résulte de là que : 

Dans toute di\fision qui se fait exactement y le dii^idende 
est égal au produit du div^iseur par le quotient. 

Dans toute diuision qui ne se fait pas exactement, le 
dividende est égal au produit du dls^iseur par le quotient, 
plus le reste. 

Nous avons vu (n° 42) que le produit de deux nombres 
ne change pas , quand on prend le multiplicande pour mul- 
tiplicateur, et inversement. Il en résulte que, dans toute 
division qui se fait exactement , on peut considérer le divi- 
dende comme la somme d'autant de parties égales au quo- 
tient quMl y a d'unités dans le diviseur. Par conséquent, on 
peut dire que , dans ce cas particulier, la dmsion a pour but 
de partager un nombre donné en autant de parties égales 
"qu^ily a d^unités dans un autre nombre donné, c'est-à-dire 
de trousser l'une de ces parties. C'est même en se plaçant à 
ce point de vue que l'on a adopté les dénominations de AVi- 
dende et de dii^iseur. 

Détermination du nombre des chiffres du quotient, 

45. Nous commencerons par donner une règle pour dé- 
terminer, dans chaque cas, le nombre des chiffres du 
quotient. 

Soient les deux nombres 

590547 et 859. 

Pour savoir si le dividende contient 10 fois le diviseur, 
multiplions ce dernier par 10, ce qui se fait en écrivant un 
zéro à sa droite (n^ 36) ; nous formons le nombre 

8590, 
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qui est moindre que le dividende; d'où nous coiicluons que 
le quotient est au moins égal à lo. 

En multipliant le diviseur par loo, nous formons le 
nombre 

85900 , 

qui est encore moindre que le dividende 5 d*où nous con- 
cluons que le quotient est au moins égal à 100. 

Mais en multipliant le diviseur par 1000, nous obtenons 

859000, 

qui est plus grand que le dividende; nous en concluons que 
le quotient est moindre que 1000. 

Et, par conséquent, le quotient, qui est au moins égal 
à 100, mais qui est moindre que 1000 , est un nombre de 
trois chiffres. En d'autres termes , le's plus hautes unités du 
quotient sont des centaines. 

Le dividende contenant %5g centaines , mais ne contenant 
pas 8590' centaines, il s'ensuit que le nombre des centaines 
du dividende contient au moins une fois le diviseur SSg et 
ne le contient pas dix fois. On conclut de là la règle sui- 
vante , qui est générale : 

Si Von sépare sur la gauche du div^idende un nombre de 
chiffres assez grand pour que le nombre qu'ils expriment 
contienne au moiiis une fois le dii^iseur et ne le contienne 
pas dix fois y V ordre des unités que représente dans le div^i^ 
dende le dernier de ces chiffres ^ sera aussi l'ordre des plus 
hautes unités du quotient, 

m 

46. Il résulte encore de ce qui précède, que le nombre 
des chiffres du quotient est égal au nombre des zéros qu'il 
faut écrire à la droite du diviseur pour former un nombre 
supérieur au dividende. Or le nombre ainsi formé a au- 
tant de chiffres que le dividende , ou il en a un de plus ; 
donc : 
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Le nombre des chiffres du 'quotient est égala la différence 
des nombres de chiffres du div^idende et du diviseur, ou 
égal à celte différence augmentée de i . 



Cas particulier où le quotient n'a quun chiffre, 

47. On reconnaît, d^^après ce qui précède, que le quo- 
tient n'a qu'un seul chiffre , lorsqu'eu écrivant un zéro à la 
droite du diviseur on forme un nombre plus grand que le 
dividende. * 

Supposons d'abord que le diviseur n'ait qu'un seul 
chiffre \ il est évident que le dividende ne peut en avoir plus 
de deux. Dans ce cas , on obtient le quotient à l'aide de la 
Table de multiplicaUon. 

Soit, par exemple, à diviser Sg par 8. Le plus grand des 
nombres de la huitième colonne verticale de la Table de 
multiplication contenu dans Sg étant 56 , qui est le pro- 
duit de 8 par 7, on conclut que le quotient de la division 
de 59 par 8 est 7. Quant au reste de cette division, il est 
égal à l'excès de Sp sur 56, c'est-à-dire égal à 3. 

Sachant par cœur la Table de multiplication, on fait 
immédiatement les divisions de cette espèce. 

48. Supposons maintenant que le diviseur ait plusieurs 
•chiffres. On peut faire la division par un procédé analogue 
au précédent, et qui consiste à former les produits du divi- 
seur par les nombres i, 2, 3, etc., jusqu'à ce\ju'on arrive 
à un produit supérieur au dividende; alors le multiplicateur 
de l'avant-dernier produit est le quotient cherché, et le 
reste s'obtient en retranchant ce même produit du divi- 
dende. 

Soit à diviser, par exemple, SgoS par SSg; on formera 
la Table des produits de 869 par les nombres i, 2, 3,... 5 

3. 
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jusqu'à ce qu'on trouve un résultat supérieur à SgoS. Voici 
cette Table : 

1 859, 

m 

2 1718, 

3 2577, 

4 3436, 

5 4295, 

6 5i54, 

7 601 3. 

On voit que le dividende contient 6 fois le diviseur et qu'il 
ne le contient pas 7 fois, donc le quotient est 6 ; et comme 
le produit du diviseur par 6 est 5154, le reste, de la divi- 
sion est égal à l'excès de 5go5 sur 5 1 54 , c'est-à-dire égal 
à ySi. 

49. Dans la pratique , on n'emploie que rarement le pro- 
cédé qui vient d'être indiqué, et Ton cherche à déterminer 
le quotient par tâtonnements, de la manière que voici. 

Conservons l'exemple du n° 48. 

Le diviseur étant plus grand que 8 centaines, le quotient 
est , au plus , égal au plus grand nombre de fois que le divi- 
dende SgoS contient 8 centaines 5 d'ailleurs le dividende ne 
contient que 69 centaines, donc le quotient cherché est 
égal ou inférieur au quotient de 5q par 8, c'est-à-dire égal 
ou inférieur à 7. 

De même, le diviseur étant plus petit que 9 centaines^ 
le quotient cherché est au moins égal au plus grand nombre 
de fois que Te dividende contient 9 centaines, c'est-à-dire 
au quotient de 69 par 9, lequel est 6. 

Donc le quotient cherché est 7 ou 6. 

On commence par essayer le chiffre 7. A cet effet, on 
multiplie le diviseur par 7, et, comme le produit 601 3 est 
plus grand que le dividende , on conclut que 7 est un chiffre 
trop fort 5 par suite, le quotient est 6. En retranchant du 
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dividende le produit du diviseur par 6, lequel est 5i54 , on 
obtient le reste y5i de la division. 

50. Ce qui précède conduit à la règle suivante : 

PourJair& la dwision de deux nombres dans le cas ou 
le quotient ne doit a^^oir qu'un seul chiffrée, on danse suc- 
cessivement, par le premier chiffre à gauche du dis^iseur 
et par ce même chiffre augmenté d'une unité y les unités 
de même ordre contenues dans le dii^idende. On obtient 
ainsi une limite supérieure et une limite inférieure du quo- 
tient cherché^ mais, dans le cas ou la limite supérieure est 
plus grande que g, on prend g au lieu de cette limite. 

On essaye le chiffre qui exprime la limite supérieure. A 
cet effet, on multiplie le dis^iseur par ce chiffre, et si le 
produit peut être soustrait du div^idende, le chiffre essayé 
est exact y sinon, on essaye de la même manière le chiffre 
précédent, et ainsi de suite jusqu'à la limite inférieure, 
si cela est nécessaire. 

Remarque, — On pourrait commencer les essais par le 
chiffre qui exprime la limite inférieure. En opérant ainsi , 
on reconnaît qu'un chifl're essayé est exact quand la diffé- 
rence entre le dividende et le produit du diviseur par ce 
chiffre est moindre que le diviseur. 

Disposition de l'opération et procédé pratique pour l'essai 

d'un chiffre, 

51 . Dans la pratique , on exécute les tâtonnements né- 
cessaires à la détermination du quotient sans rien écrire, 
ainsi que nous l'expliquerons tout à l'heure , et l'on dispose 
l'opération de la manière suivante : 

5905 869 
5i54 

75i 
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Le diviseur écrit à la droite du dividende en est séparé 
par un trait vertical. On lire un trait horizontal au-dessous 
du diviseur, et Ton écrit, au-dessous de ce trait, le chiffre 
exact du quotient quand il a été trouvé. Au-dessous du 
dividende est écrit le produit du diviseur par le quotient , 
puis Texcès du dividende sur ce produit, excès qui est le 
reste de la division. 

52. Souvent on se dispense d'écrire le produit du divi- 
seur par le quotient. Alors, pour avoir le reste, on re- 
tranche successivement les produits du quotient par les 
unités, les dizaines, les centaines, etc., du diviseur, des 
unités de même ordre du dividende , à mesure que ces pro- 
duits sont formés. Pour rendre toutes ces soustractions pos- 
sibles, on fait usagQ) quand cela est nécessaire, du principe 
du n*' 24, sur lequel repose la règle de la soustraction. 
D'après ce principe , on ajoute à chaque chiffre du dividende 
le nombre de dizaines nécessaire et suffisant pour rendre 
la soustraction correspondante possible, et Ton a soin d'a- 
jouter un pareil nombre d'unités au produit à retrancher 
dans la soustraction suivante. 

L'opération est alors disposée comme il suit : 

SgoS 859 

l5i 6 
et l'on dit : 

6 /ois 9 ... 5^ de 55 reste 1 et retiens 5 , - 
6 fois 5 ... Zo et 5 ... 35 fl?e 4o reste 5 et retiens 4 9 
6 fois 8 ... 48 ^^ 4 • • • 5.^ de 5'^ reste ^ . 

53. En adoptant cette manière d*opérer, on peut faire 
Fessai d'un chiffre sans, rien écrire. Ainsi , dans l'exemple 
précédent, la règle du n° 50 prescrit l'essai du chiffre 75 
alors, le diviseur ayant été écrit à la droite du dividende , 

5905 859 
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OU dit : 

7 /^f^ 9 .• • • 63 c/'e 65 reste i et retiens 6, 

7 fois 5 ... 35 ^^ 6 ... 4 ï de 5o reste g cf retiens 5 , 

7 yô/.v 8 ... 56 e^ 5 ... 6i de 5g cela ne se peut; 

d*où Ton conclut que le chiffre y est trop fort. 

On peut même, le plus souvent, abréger cet essai. On 
voit, en effet, qu'en suivant la marche précédente l'épreuve 
n'est terminée qu'après qu'on a multiplié tous les chiffres 
du diviseur par le chiffre essayé. Or, en commençant l'opé- 
ration par la gauche, contrairement à l'usage ordinaire, il 
est très-souvent inutile de la pousser jusqu'au bout. 

On multiplie donc les chiffres du diviseur par le chiffre 
essayé', en commençant par la gauche, et l'on retranche 
mentalement ces produits partiels des unités de même 
ordre contenues dans le dividende , en s'arrêlant au moment 
où l'on reconnaît que le chiffre essayé est exact ou qu'il est 
trop fort. 

Ainsi , dans l'exemple qui précède, on dit : 

7 /ois 8 . . . 56 de Sg reste 3, 

7 /ois 5 ... 35 de 3o cela ne se peut; 

donc 7 est trop fort. 

Essayons de même le chiffre 6 , pour donner un nouvel 

exemple de la marche à suivre, quoique nous sachions, par 

la règle du n° 50, que ce chiffre est exact. 

On dit 

6 fois 8 . . . ^^ de 5g reste 1 1 ; 

ici l'épreuve est terminée , et le chiffre 6 est* celui du quo- 
tient, parce que le reste ii qu'on vient d'obtenir est un 
nombre de deux chiffres. En effet, ce qui reste du divi- 
dende, quand on en a retranché le produit des 8 centaines 
du diviseur par 6 , est i io5 , qui a deux chiffres de plus que 
le nombre 5g formé par les dizaines et les unités du divi- 
seur*, donc iio5 contient au moins lo fois 5g \ donc il le 
contient plus de 6 fois. 
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54. Remarque, — Nous avons beaucoup insiste sur 
les détails de ropéraiion, parce qu'on ne saurait trop tôt 
prendre l'habitude de calculer très-rapidement. Il importe 
d'ailleurs de bien connaître le cas particulier que nous 
venons de développer, avant d'étudier le cas général , qui 
s'y ramène sans difficulté. 

Principe sur lequel repose la dii^ision dans le cas oii le 

quotient a plusieurs chiffres, 

55. La division de deux nombres, dans le cas où le quo- 
tient a plusieurs chiffres, repose sur un seul principe, à 
l'aide duquel on détermine successivement, par une marcbe 
régulière et uniforme, tous les chiffres du quotient. Ge 
principe est le suivant : 

Si Von sépare sur la gauche du dividende assez de chif- 
fres pour que le nombre quils expriment contienne au 
moins une fois le dii^iseur, mais ne le contienne pas dix 
fois y et si Von dii^Ise ce nombre par le diviseur, le quotient 
que l'on obtiendra sera précisément le chiffre des plus 
hautes unités du quotient des nombres proposés. 

Soient, par exemple, les deux nombres 690647 et 809. 

Il faut séparer quatre chiffres sur la gauche du dividende 
pour avoir un nombre plus grand que le diviseur, et, camme 
le dernier de ces chiffres exprime des centaines dans le divi- 
dende, le premier chiffre du quotient exprimera aussi des 
centaines (n° 45). 

Cela posé , je dis que ce chiffre est précisément égal au 
quotient de la division de 5go5 par 869 , qu'on trouve égal 
à 6 par la règle du n° 50. 

En effet , puisqu'on peut retrancher de 6go5 le produit 
de 869 par 6, et que d'ailleurs le dividende proposé ren- 
ferme 5905 centaines , on pourra retrancher de ce dividende 
un nombre de centaines égal au produit de 869 par 6, c'est-à- 
dire un nombre égal. au produit du diviseur par 600. Donc 
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le quotient de la division de 590647 par SSq est au moins 
égal à 600. 

De même, comme on ne peut pas retrancher de 5 90 5 le 
produit de 859 par 7, et que d'ailleurs le dividende pro- 
posé ne renferme que 59o5 centaines , on ne pourra pas re- 
trancher de ce dividende un nombre de centaines égal au 
produit de SSg par 7, c'est-à-dire un nombre égal au 
produit de 859 par 700. Donc le quotient de la division 
de 570547 par 859 ^^^ moindre que 700. 

Donc enfin le quotient des nombres proposés contient 
6 centaines, et n'en contient pas davantage*, ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

Cas général rie la dwision, 

S6. Supposons qu'il s'agisse de faire la division des nom- 
bres 590547 et SSç, déjà considérés au numéro précédent. 
On dispose l'opération de la manière suivante : 

859 



687 



590547 
75147 
6427 

44 

Le diviseur, écrit à la droite du dividende , en est séparé 
par un trait vertical. Au-dessous du diviseur on tire un trait 
horizontal , et Ton écrit au-dessous du trait les chiffres du 
quotient à mesure qu'ils sont trouvés. 

On cherche d'abord le premier chiffre du quotient. A cet 
effet on sépare quatre chiffres sur la gauche du dividende : ces 
quatre chiffres sont nécessaires pour forpaer un nombre su- 
périeur au diviseur. Le dernier chiffre de ce nombre 59o5, 
exprimant des centaines dans le dividende proposé , le pre- 
mier chiffre du quotient exprime aussi des centaines ( n*' 45) . 
On divise 59o5 par le diviseur, en suivant la règle du n** 50^ 
on obtient ainsi pour quotient 6, et pour reste 75 1. Le 
chiffre 6 est celui des centaines du quotient cherché (n° 55) ;^ 
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et l'on voit que si Ton abaisse le chifire des dizaines du di- 
vidende et celui des unités pour les écrire à la droite du 
reste 75 1, le nombre y^i^J qu'on formera ainsi sera l'ex- 
cès du dividende sur le produit du diviseur par 6 centaines. 
On est ainsi ramené à chercher combien de fois 75 147 con- 
tient encore le diviseur SSp, ou, en d'autres termes, à di- 
viser 75147 par 859. Le quotient de cette nouvelle division 
a au plus deux chiffres et se compose des dizaines et des 
unités du quotient des nombres proposés. 
• Ce quotient a effectivement deux chiffres, puisque le 
nombre 75x4 des dizaines du nouveau dividende 75 147 est 
supérieur au diviseur SSg. On divise donc 75 14 par SSg, 
en suivant la règle du n° 50; on trouve ainsi pour quo- 
tient 8 , et pour reste 642. Le chiffre 8 est celui des dizaines 
du quotient cherché ( n° 55 ) , et l'on voit que si Ton abaisse 
le chiffre des unités du dividende pour Técrire à la droite 
du reste 642, le nombre 6427 qu'on formera ainsi sera 
l'excès du dividende 75x47 sur le produit du diviseur par 
8 dizaines ; en sorte que la question est ramenée à la divi- 
sion de 6427 par 859. Le quotient de cette nouvelle divi- 
sion ne peut avoir qu'un seul chiffre ; en appliquant de nou- 
veau la règle du n^ 50, on trouve pour quotient 7, et pour 

reste 4i4« 
On voit, en résumé, que l'on a retranché du dividende 

proposé 590547 les produits du diviseur 859 par 6qo, 80, 
7, et qu'on a obtenu ainsi le reste 4^4 inférieur au divi- 
seur. Il en résulte que 687 est le quotient, et 4^4 ^^ reste 
de la division proposée. 

57. On nomme dii^idendes partiels les nombred^ qu'on 
divise successivement par le diviseur pour obtenir les diffé- 
rents chiffres^du quotient. 

Dans l'exemple proposé, les dividendes partiels sont 
5905, 75x4, 6427. 

Le premier de ces dividendes partiels est le nombre des 
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centaines du dividende proposé 590547. Il nous a servi à 
Irouvei^le chiflFre des centaines du quotient. 

Le deuxième dividende partiel a été obtenu en abaissant 
le chiffre des dizaines du dividende proposé pour l'écrire 
à la droite du reste de la première division partielle, ou 
premier reste. Il nous a servi à trouver les dizaines du 
quotient. 

Pareillement , le troisième dividende partiel a été obtenu 
en abaissant le chiffre des unités du dividende proposé , pour 
l'écrire à la droite du reste de la deuxième division partielle, 
c'est-à-dire à la droite du deuxième reste- Il nous a servi à 
trouver les unités du quotient. 

Le reste de la troisième division partielle, ou troisième 
reste, est le reste de la division proposée. 

On se borne, dans la pratique, à écrire au-dessous du 
dividende proposé les différents dividendes partiels à partir 
du deuxième, et l'opération est alors disposée comme il suit : 



590547 
75i4 
64^7 

4i4 



859 

687 



Règle de la diuision* 

58. De ce qui précède , on conclut la règle suivante : 
Pour faire la dii^ision de deux nombres^ dans le cas ou 
le quotient a plusieurs chiffres ^ on écrit le diy^iseur à droite 
du disfidendcy en les séparant par un trait verticale Ont 
tire un trait horizontal au-dessous du diweur, et Von écrit- 
au-dessous du trait les chiffres du quotient à mesure quil& 
sont troui^és. 

On sépare, sur la gauche du dif^idende, assez de chiffres 
pour que le nombr^ qu'ils expriment contienne au moins 
une fois le diviseur, mais ne le contienne pas dix fois. Ce 
nombre est le premier dis^idende partiel^ et le dernier de 
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ses chiffres exprime , dans le dii^idende, des unités de même 
ordre que le premier chiffre du quotient. On divise le pre^ 
mier dividende partiel par le diviseur ^ le quotient obtenu 
est le premier chiffre du quotient cherché. 

On abaisse^ pour V écrire à la droite du reste de cette 
première division, le chiffre du, dividende proposé qui ex- 
prime des unités de même ordre que le deuxième chiffre dû 
quotient^ on forme ainsi le deuxième dividende partiel; 
on le divise par le diviseur, et le quotient obtenu est le 
deuxième chiffre du quotient cherché. 

On continue ainsi jusqu'à ce que tous les chiffres du 
dividende proposé aient été abaissés. 

Remarque. — Puisque chaque reste est moindre que le 
diviseur, chaque dividende partiel est moindre que dix fois 
le diviseur. Mais il peut arriver qu'un dividende partiel ne 
contienne pas le diviseur 5 alors le chiffre correspondant 
du quotient cherché est o , et l'on forme le dividende par- 
tiel suivant, en abaissant à la droite du précédent un nou- 
veau chiffre du dividende. 

59. Exemple. — Soit à diviser 3 i4ï 59265358979323 
par 3183098, 



3^83o98_ 
98696070733 



3 I 4 I 59265358979323 

27680445 
22i566i3 
3o58o255 
19323738 
225 I 5097 
23341193 
10595072 
10457783 
908489 

60. Lorsque le diviseur n'a qu'un seul chiffre , on se dis- 
pense, le plus souvent^ d'écrire les dividendes partiels. 
Supposons , par exemple , qu'on veuille diviser 54802 par 7. 
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On dispose l'opération comme il suit : 

54802 7 

6 7828 
on opère en disant : 

en 54 combien de fois 7 ? 7 fois. 
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7 fois 7 

8 fois 7 
2 fois 7 
8 fois 7 



49 de 54 reste 5 
56 de 58 r^f ^c 2 
i4 ^t' 20 re^/e 6 
56 de 62 r^jfe 6 



en 58 combien de /ow 7? S fois j^ 
en 20 combien de fois 7? 1 fois y 
en 62 combien de fois 7? ^fois^ 
j'écris & au reste. 



61. Lorsque le quotient d'une division doit avoir un 
assez grand nombre de chiffres , comme dans l'exemple du 
n® 59, on fait quelquefois les divisions partielles par la mé- 
thode du n** 48, et en adoptant la disposition du n° 51 . 

On commence donc par former la table des produits du 
diviseur par les neuf premiers nombres 5 et , dans l'exemple 
du n** 59, l'opération se trouve alors disposée comme il suit : 



3 I 4 I 59265358979323 


3183098 


• 


28647882 


98696070733 


27680445» 






25464784 






22i566i3 


1 


3183098 


19098588 


2 


6366196 


3o58o255 


3 


9549294 


28647882 


4 


12732392 


19323738 


5 


15915490 


19098588 


6 


19098588 


225 I 5097 


7 


22281686 


22281686 


8 


25464784 


23341 193 


9 


28647882 


22281686 






10595072 






9549294 






10457783 






9549294 


• 





908489 
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Cas particulier ou le dii^iseur est terminé par des zéros. 

62. Si le dii^idende et le diviseur sont terminés par des 
zéros, on supprime Un même nombre de zéros au divi-* 
dende et au diviseur y et Von divise les nombres résultants. 
Le quotient obtenu est celui des nombres proposés, et, en 
écrivant à la droite du reste obtenu autant de zéros quon 
en a supprimé au dividende ou au diviseur, on a le reste 
de la division des nombres proposés. 

Supposons, par exemple, qu'on ait à diviser 58ooo par 
9000. En divisant 58 par 9, on trouve pour quotient 6, et 
pour reste 4^ donc 58 unités contiennent 9 unités 6 fois 
avec un reste égal à 4 unités^ par suite, 58 unités de mille 
contiendront 9 unités de mille 6 fois avec un reste égal à 
4 unités de mille. En d'autres termes, le quotient de 58ooo 
par .9000 est 6, et le reste est 4ooo. 

63. Plus généralement^ si le diviseur est terminé par 
des zéros, on les supprime, et Von supprime aussi un 
nombre égal de chiffres sur la droite du dividende, puis 
on fait la division des nombres résultants. Le quotient 
obtenu est celui des nombres proposés, et, en écrivant à 
la droite du reste le nombre fonné par les chiffres sup^ 
primés au dividende, on a le^ reste de la division des nom-' 
bres proposés. 

Supposons qu'on ait à diviser 58623 par 9000. En divi- 
sant 58 par 9, on obtient pour quotient 6, et pour reste 4« 
Conséquemment (n° 62) , 5 8000 contient 6 fois 9000 avec 
un reste égal à 4000 \ donc 58623 contiendra 6 fois 9000 
avec un reste égal à 4ooo augmenté de 623, c'est-à-dire égal 
à 4623. 
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Preus^e de la dwision , 

64. Pour faire la preuve de la division, on fait le pro- 
duit du diviseur par le quotient obtenu et Ton ajoute à ce 
produit le reste, s'il y en a un. Si le résultat est égal au 
dividende, on a une vérification de la première opé- 
ration. 

Remarque. — La division permet de faire la preuve de 
la multiplication. Pour cela , on divise le produit obtenu 
par Fun des facteurs \ si ce produit est exact , on doit trou- 
ver pour quotient l'autre facteur, et pour reste zéro. 

Questions proposées, 

1. Trouver le quotient et le reste de la division de 
98696070733 par 3i4i59. 

2. Sur 1 000000 d'individus nés en France le même 
jour, il n'en reste plus que 376*390 de vivants au bout de 
39 ans. On demande quelle a été la mortalité moyenne d'une 
année pendant cet intervalle. En d'autres termes, combien 
est- il mort d'individus chaque année , en supposant que la 
mortalité ait été uniforme? 

3. La distance moyenne de la lune à la terre est d'en- 
viron 38 199000 mètres. On demande quel temps mettrait le 
son , qui parcourt 34o mètres par seconde , pour venir de 
la lune à la terre, s'il existait une atmosphère pour le 
transmettre. 

4- La consommation annuelle de la France, en blé, est 
de 5716439726 litres. On demande de calculer la consom- 
mation moyenne , en supposant que le nombre des habitant» 
soit de 34^30178. 

• 

5. Dans quel cas le quotient d'une division resle-t-il le 
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même lorsqu'on ajoute une , deux , trois , etc. , unités au 
diviseur? 

6. On suppose qu'une division étant effectuée , on veuille 
diviser le dividende par le quotient obtenu, et l'on demande 
dans quel cas le quotient de cette nouvelle division sera égal 
au diviseur de la première. On demande aussi de montrer 
qu'on peut toujours profiter des résultats de la première 
opération pour simplifier la seconde. 
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Explication de quelques signes et termes usités. 

65. Quand ou veut indiquer le résultat d^opérations à 
exécuter sur deux ou plusieurs nombres , on emploie des 
signes abréviatifs que nous allons faire connaître. 

Pour indiquer l'addition , on se sert du signe 4- qui s'é- 
nonce plus; ainsi 3 + 4 représente la somme des nombres 
3 et 4 9 et s'énonce 3 plus 4. Pareillement , 3 -f-4 -H 5 repré- 
sente la somme des nombres 3 , 4 ^^ ^* 

Pour indiquer la soustraction, on se sert du signe — qui 
s'énonce moins; ainsi 7 — -3 représente la différence des 
nombres 7 et 3 , et s' énonce 7 wozn^ 3. Pareillement, 7+4 — 3 
représente le résultat que l'on obtiendrait en ajoutant les 
nombres 7 et 4 ) 6t retranchant 3 de la somme obtenue. 

Pour indiquer la multiplication , on se sert du signe x 
qui s'énonce multiplié par; ainsi 7X4 représente le pro- 
duit des nombres 7 et 4 ) 6t s'énonce 7 m,ultiplié par ^. 

Pour indiquer la division, on se sert du signç : qui s'é- 

4. 
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nonce divisé par; mais nous n'emploierons ce signe , quant 
à présent, que pour représenter le quotient d'une division 
qui se fait exactement. Ainsi la division de 20 par 4 se fai- 
sant sans reste, 20 : 4 représentera le quotient. 

Lorsqu'on veut indiquer une opération sur des nombres 
dont l'un est une somme , ou une différence , ou un produit, 
ou un quotient non effectué , on écrit ce nombre entre deux 
parenthèses. Ainsi (3 + 7) — (5 — 2) exprime qu'il faut 
retrancher la différence 5 — 2 de la somme 3 -f- 7. Pareille- 
ment 5(3-+-7)x(5 — 2) représente le produit de la somme 
3 + 7 par la différence 5 — 2; 7X(3x5) exprime qu'il 
faut multiplier 7 par le produit effectué de 3 par 5 5 enfin 
7 X (8 : 4) exprime qu'il faut multiplier 7 par le quotient 
de 8 par 4- 

66. Pour exprimer Y égalité^ on se sert du signe = qui 
s' énonce égale ; ainsi 3 X 4 = 12 signifie 3 multiplié par 4 
égale 1 2 . 

Pour exprimer Y inégalité, on se sert du signe ^ qui s'é- 
nonce plus grand que, ou du signe <^ qui s'énonce plus 
petit que. Ainsi 7 ^ 5 et 5 <] 7 expriment que 7 est plus 
grand que 5 , ou , ce qui est la même chose , que 5 est plus 
petit que 7. 

Les nombres ou résultats d'opérations dont on exprime 
ainsi l'égalité ou l'inégalité, sont appelés les membres de 
l'égalité ou de l'inégalité. 

67. On noïnxn.& théorème une vérité qui n'est pas évi- 
dente par elle-même , mais qui le devient à l'aide d'une dé- 
monstration. Ainsi le principe du n*^ 42 , sur lequel est 
fondée la preuve de la multiplication , est un théorème. 

Un corollaire est une conséquence d'un théorème. 

Théorème relatif à la soustraction. 

68 . Théorème . — Pour retrancher d'un premier nombre 
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la différence de deux autres y il suffit d'ajouter au premier 
nombre le plus petit de ceux-ci et de retrancher ensuite le 
plus grand du résultat. 

En effet, soit à retrancher i3 — 8 de 1 2 -, on peut ajouter 
le même nombre 8 à ces deux nombres , sans que leur diffé- 
rence soit altérée (n° 24) ; alors la question est ramenée à 
soustraire i3 — 84-8oui3der2-}-85 et le résultat est 
i2-{-8 — i3, ce qui démontre le tliéorème énoncé. 

Remarque. — En faisant usage des notations des n^^ 65 
et 66 , ce théorème s'exprime par l'égalité 

12 — (i3— 8) = 12 4-8— i3. 

Théorèmes relatifs à la multiplication, 

69. Théorème I. — Pour multiplier une somme par un 
nombre y il suffit de multiplier chacune des parties de la 
somme par le nombre y et d^ ajouter ensuite les produits 
partiels obtenus. 

Supposons qu'on ait à multiplier 4 H- 5 -i- 7 par 3. Il 
s'agit de faire la somme de trois nombres égaux à 4 -f- 5 -h 7 ; 
le produit cherché est donc égal à 

4 + 5-+-7-f-4-»-5-f-7 +4 + 5 + 7. 

On voit qu'il se compose de trois parties égales à 4 9 de 
trois parties égales à 5 , et en un de trois parties égales à 7 ; 
eu d'autres termes , il est la somme des trois produits par- 
tiels 4x3,5x3, 7X3, ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. — Ce théorème s'exprime par l'égalité 

(4H-5-f-7)x3=r4x3-h5x3-f-7X3. 

Corollaire. — Pour multiplier un nombre par une 
somme , il suffit de multiplier le nombre par chacune des 
parties de la somme,, et d'ajouter ensuite les produits 
partiels, 

.4. 
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Supposons qu'on ait à multiplier 3 par 4 4- 5 -f- 7 5 le 
résultat sera le même (n^ 42) que si Ton multiplie 44-5-1-7 
par 3. On a donc, d'après le théorème qui précède, 

3 X (4 +5 + 7) ou (4 + 5 -f.7)x 3 = 4x3-1-5x3 4- 7X3; 

ou , si Ton veut , 

3x(4-+-5-+-7) = 3x4-+-3x5-f-3X7, 
ce qu'il fallait démontrer. 

70. Théorème IL — Pour multiplier deux sommes l'une 
par l 'autre , il suffit de m.ultiplier chaque partie de la pre- 
mière par chaque partie de la seconde, et d'ajouter ensuite 
tous les produits obtenus • 

En e£fet, supposons qu'on ait à multiplier 4 4- 5 -f- 7 par 
3 4-8. D'après le corollaire du théorème I , il suffit de mul- 
tiplier 4 4-5-1-7 d'abord par 3 , ensuite par 8, et d'ajouter 
les résultats obtenus \ d'un autre côté , d'après le théorème I, 
le produit de 4 4- 5 4- 7 par 3 est égal à 

4x3-h5x 34-7x3. 
Pareillement, le produit de 4 4- 5 -h 7 par 8 est égal à 

4x8-f-5x84-7x8; 
donc le produit des deux sommes proposées sera 

4x3-i-5x3-f-7X3-f-4x8-+-5x8-H7x8, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque* — Les théorèmes I et II , sur lesquels repose 
la théorie de la multiplication , se trouvaient implicitement 
démontrés par les raisonnements qui nous ont servi à éta- 
blir cette théorie. Il nous a paru convenable néanmoins 
d'en présenter ici une démonstration directe et générale. 

71 . Théorème III. — Pour multiplier la différence de 
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deux nombres par un troisième, il suffit de multiplier les 
deux nombres par ce troisième , et de retrancher le plus 
petit produit du plus grand. 

En effet , supposons qu'il s'agisse de multiplier la diffé- 
rence 7 — 5 par 3. En effectuant la soustraction indiquée, 
on trouve pour reste 2 ; par conséquent, 7 est la somme des 
nombres 5 et 2; donc le produit 7 X 3 est égal (n° 69) à 
la somme des produits 5 X 3 et 2 X 3 , et , par sui te , la dif- 
férence 7X3 — 5 X 3 est égale à 2 X 3 , c'est-à-dire égale 
au produit de la différence 7 — 5 par 3 ; ce qui démontre le 
théorème énoncé. 

Remarque, — Ce théorème s'exprime par l'égalité 

(7 — 5)X3 = 7X3 — 5x3. 

Corollaire. — Pour multiplier un nombre par la diffé- 
j'ence de deux autres nombres, il suffit de multiplier le pre~ 
mier nombre par chacun des deux autres^ et de retrancher 
le plus petit produit du plus grand. 

En effet, supposons qu'il s'agisse de multiplier 3 par 7 — 5, 
le résultat sera le même (n° 42) que si l'on multiplie 7 — 5 
par 3; on a donc, d'après le théorème qui précède, 

3X(7-5) ou (7 -5)X3 = 7X3-5X3, 

ou 

3X(7-~5)=3X7-3X5; 

ce qu'il fallait démontrer. 

.Application, — Supposons qu'il faille multiplier 7997 

par 9^ on a 

7997 = 8000 — 3, 
donc 

7997 ^9^^ 8000 X 9 — 3 X 9 = 72000 — 27 = 7 1973. 

72. On nomme produit de plusieurs nombres ou de plu" 
sieurs facteurs, le résultat que l'on obtient en multipliant 
le premier nombre par le deuxième, puis le produit ainsi 
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formé par le troisième nombre, et ainsi de suite. Par 
exemple, le produit 7X6x5x4 est le résultat que l'on 
obtient en multipliant 7 par 6, puis le produit obtenu par 5, 
puis ce deuxième produit par 4. 

73. Théorème IV. — Dans un produit de plusieurs fac-- 
leurs y on peut inten^ertir d'une manière quelconque V ordre 
des facteurs. 

La démonstration de ce théorème fondamental , déjà éta- 
bli au n*' 42 pour lé cas de deux facteurs seulement , se com- 
posera de quatre parties : 

1°. Dans un produit de trois facteurs , on peut inter- 
i^ertir l'ordre des deux derniers facteurs . 

Je dis, par exemple, que Ton a 

6'x5x4 = 6x4><5^- 

En effet, écrivons sur une même ligne horizontale cinq fois 
le nombre 6, et répétons cette ligne quatre fois, nous for- 
merons le tableau suivant : 

6, 6, 6, 6, 6,^ 

6, 6, 6, 6, 6, 

6, 6, 6, 6, 6, 

6, 6, 6, 6, 6. 

La somme des nombres de chaque ligne horizontale est 
6 x5 5 et , comme il y a quatre lignes horizontales, la somme 
de tous les nombres du tableau sera égale à 6x5x4- Mais, 
d'un autre côté, en additionnant les nombres d'une même 
ligne verticale, on trouve pour somme 6 X 4^ ^^î comme 
il y a cinq lignes verticales , la somme de tous les nombres 
du tableau sera égale à 6 X 4 X 5. On conclut de là l'é- 
galité 

6x5x4 = 6x4x5, 

qu'il fallait démontrer. 

2". Dans un produit d'un nombre quelconque defac-- 
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leurs y on peut inter^^ertir r ordre des deux derniers fadeurs. 
Je dis , par exemple , que l'on a 

7X6x5x4 = 7X6x4x5. 

En effet, le commencement de l'opération nécessaire 
pour former chacun de ces produits est le même. Il faut , 
de part et d'autre, effectuer le produit de tous les fac* 
teurs jusqu'à l'avant-dernier, et, comme ces facteurs sont 
les mêmes et dans le même ordre , le résultat de leur mul- 
tiplication sera aussi le même. Dans l'exemple proposé, 
le produit des facteurs 7 et 6 étant 4 2, il s'agit de démon- 
trer l'égalité 

42X5x4 = 4^^X4x5; 

or elle résulte immédiatement de la première partie de 
notre théorème. 

3**. Dans un produit de plusieurs Jacteurs, on peut in- 
tefvertir V ordre de deux facteurs consécutifs quelconques. 

Je dis , par exemple , que l'on a 

7X6x5x4x3X2 = 7X6x4x5x3X2. 

En effet, en faisant abstraction des facteurs qui suivent 
ceux dont l'ordre est interverti , on a , d'après ce qui pré- 
cède , 

7X6x5x4 = 7X6x4x5; 

ces deux produits étant égaux, si on les multiplie l'un et 
l'autre par 3, puisqu'on multiplie ensuite les produits ob- 
tenus par 2, les résultats seront égaux: on a donc 

7X6x5x4x3X2 = 7X6x4x5x3X2; 

ce qu'il fallait démontrer. 

4°. Dans un produit de plusieurs facteurs , on peut in- 
tervertir d'une manière quelconque l'ordre des facteurs. 

En effet, considérons un produit dont les facteurs sont 
écrits dans un certain ordre ^ on peut prendre un facteur 
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quelconque et rëchanger avec celui qui le précède. Cela 
fait , on peut encore avancer d'un rang ce même facteur, et 
continuer ainsi jusqu'à ce qu'on lui ait fait occuper la pre- 
mière place. Prenant ensuite l'un quelconque des facteurs 
qui suivent, on peut le faire avancer successivement d'un 
rang, jusqu'à ce qu'il occupe la deuxième place 5 et en con- 
tinuant ainsi , on peut écrire tous les facteurs dans l'ordre 
que l'on veut adopter, sans que la valeur du produit soit 
changée. 

74. Théorème V. — Pour multiplier un nombre par un 

produit de plusieurs facteurs ^ on peut multiplier ce nombre 

par le premier facteur , le résultat obtenu par le deuxième 

facteur, et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les facteurs 

aient été employés. 

Je dis , par exemple , que pour multiplier 5 par ^4 , qui 
est le produit des facteurs 2, 3, 4? îl suflSt de multiplier 5 
par 2, puis le produit obtenu par 3, puis ce second produit 
par, 4. En effet , on a (n** 4-2) 

5 X 24 = 24 X 5 ; 

et puisque 24 est égal à 2 X 3 X 4 » on peut écrire 
2X3x4x5 au lieu de 24 X 3 ; par conséquent, 

5x 24 = 2X3x4x5. 

Enfin dans le produit qui forme le second membre de cette 
égalité , on peut faire passer le facteur Sala première place, 
et Ton a 

5X24 = 5X2x3x4; 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Corollaire. — Pour multiplier deux produits, il suffit 
déformer un produit unique a^^c les facteurs du multipli- 
cande et ceux du multiplicateur. 

Soit, par exemple, à multiplier 6x6x7X8 par 
^ X 3 X 4 5 il suffit, d'après le théorème qui précède , de 
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multiplier le multiplicande par a , puis le produit obtenu 
par 3 , puis ce nouveau produit par 4 ; on a donc 

(5x6X7X8)x (2X3x4) = 5X6X7X8X2X3X4; 
ce qu'il fallait démontrer. 

75, Théorème VI. — Dans un produit de plusieurs fac- 
teurs y on peut remplacer un nombre quelconque de facteurs 
par leur produit effectué. 

Je dis , par exemple , que , dans le produit 

2x3x4x5X7X8, 

il est permis de remplacer les trois facteurs 3,5,8 par leur 
produit, qui est 120. En eifet, dans le produit proposé on 
peut faire occuper les trois premières places aux facteurs 3 , 
5 , 8 ; en d'autres termes , on a 

2X3X4X5X7X8= 3x5x8X2x4X7- 

Cela posé , pour effectuer le produit qui est dans le second 
membre , on commence par faire le produit des facteurs 3 > 
5,8, qui est 1 20 ^ on a donc 

2X 3x4X 5X7X8= 120 X 2x4X7; 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Corollaire. — Pour multiplier un produit par un nom- 
bre^ il suffit de multiplier Vun des facteurs par ce nomhre. 
En effet , soit le produit 

2 x 3x4x5; 

en le multipliant par un nombre quelconques , par 10 par 
exemple , on a le nouveau produit 

2X3x4x5xio. 

Or, on peut remplacer le facteur 10 et l'un des autres fac- 
teurs , 3 par exemple , par leur produi t effectué , qui est 3o ^ 
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le produit précèdent est donc égal à 

2 X 3o X 4 X 5 ; 
ce qu'il fallait démontrer. 

Théorèmes relatifs à la division. 

76. Théorème I. — Si Ton multiplie par un même nom- 
bre le dii^idende et le dis^isèur^ le quotient ne change pas, 
et le reste est multiplié par le même nombre» 

Supposons que le dividende soit i4 et le diviseur 4; on 
trouvera pour quotient 3, et pour reste i : en sorte que Ton a 

i4 = 4x 3 4- 2; 

et je dis que si l'on multiplie le dividende et le diviseur par 
un même nombre , par 7 par^exemple , le quotient ne chan- 
gera pas , et que le reste sera multiplié par 7. En effet , si Ton 
multiplie par 7 les deux membres de l'égalité précédente, 
oti obtiendra des résultats égaux : d'ailleurs , pour multi- 
plier une somme par 7 , il faut multiplier chacune de ses 
parties par 7 5 on a donc 

i4x 7 = 4X 3 X 7 -h2 X7. 

Enfin , dans le produit 4 X 3 X 7 on peut remplacer les fac- 
teurs 4 et 7 par leur produit ; donc 

14X7 = (4X7)3 + 2X7. 

Or, 2 était le reste de la division de i4 'Ç^^ ^\ donc le 
produit de 2 par 7 est moindre que le produit de 4 par 7 ; 
donc , à cause de la dernière égalité , si l'on divise 14X7 par 
4 X 7 > on obtiendra pour quotient 3 et pour reste 2 X 7 ; 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

77 . Théorème II . — Pour diviser un produit par l *un de 
ses facteurs y il suffit de supprimer ce facteur. 

En effet, supposons qu'on veuille diviser le produit 
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3x4x5 par 4 ; le produit proposé est égal à 

(3x5)x4; 

donc le quotient de sa division par 4 est 3 X 5 ^ ce qu'il 
fallait démontrer. 

Corollaire. — Pour dwiser un produit par un nombre , 
il suffit de diviser Vun des facteurs du produit par ce nom^ 
bre, pourvu que cette division se fasse exactement. 

En effet , supposons qu'on veuille diviser par 4 le produit 
3 X 2o X 7 5 comme la division du facteur 20 par 4 se fait 
exactement, etqu'elle donnepour quotient 5 , on a 20 = 4x5 , 
et le produit proposé (n^ 75) est égal à 

3x4x5X7- 

Or, pour diviser ce produit par 4 9 il suflSt de supprimer le 
facteur 4 ? on a donc pour quotient 

3x5X7; 
ce qu'il fallait démontrer. 

78. Théorème III. — Pour diviser un nombre par un 
produit de plusieurs facteurs , dans le casoii cette division 
peut se faire exactement, il suffit de diviser le nombre par 
le premier facteur^ puis le quotient obtenu par le deuxième 
facteur y et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les facteurs 
aient été employés. 

En effet 5 soit à diviser 240 par 24 , qui est le produit des 
facteurs 2, 3, 4- Le quotient de la division des nombres 240. 
et 24 étant égal à i o , on a 

2^0 = 24 X 10, 
ou 

240 = 2X 3x4x 10. 

tiCs deux nombres étant égaux, en les divisant par 2 on a» 
des quotients égaux ; donc (n** 77) 

240 : 2 = 3 X 4 X lo; 



6o TRAITÉ d'arithmétique. 

en divisant ensuite par 3 , on a 

(240 : 2) : 3 = 4 X lo, 

ou , plus simplement sans parenthèses , 

240 : 2 : 3 =t= 4 X 10 ; 

enfin , en divisant par 4 9 on obtient 

240 : 2 : 3 : 4= 10, 

c'est-à-dire 

240 : 2 : 3 : 4 = 240 : (2 X 3 X 4) ; 

ce qu'il fallait démontrer. 



Des 



puissances. 



79, Le carré ou la deuxième puissance d'un nombre est 
le produit de deux facteurs égaux à ce nombre. Ainsi 5x5 
ou 25 est le carré de 5 , ou la deuxième puissance de 5. 

Le cube ou la troisième puissance d'un nombre est le 
produit de trois facteurs égaux à ce nombre. Ainsi 5x5x5 
ou 1 25 est Iç cube de 5 , ou la troisième puissance de 5. 

Et généralement, le prodi^it de plusieurs facteurs égaux 
à un nombre est une puissance de ce nombre. Le nombre 
de ces facteurs est appelé degré ou exposant àe la puissance. 

Pour indiquer une puissance d'un nombre , on écrit ce 
nombre, et un peu au-dessus l'exposant de la puissance. 
Ainsi 5* et 5' représentent le carré et le cube de 5j de 
même 5*^ représente la treizième puissance de 5. 

L'analogie conduit à appeler première puissance d'un 
nombre ce nombre lui-même; l'exposant est alors égal 
à 1 5 ainsi 5* n'est autre chose que 5. 

L'opération par laquelle on forme les puissances succes- 
sives d'un nombre, porte le nom. 'dHélé^fation aux puis- 
sances. 

Remarque, — Les unités des différents ordres, à partir 
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du deuxième , savoir : 

lo, loo, looo, loooo, etc., 
sont les puissances successives de la base lo. 

80. Théorème I. — Le produit de deux ou plusieurs 
puissances d'un même nombre est une puissance du même 
nombre dont l'exposant est égal à la somme des exposants 
desjacteurs, 

1^. Considérons d'abord deux puissances, 5' et 5* par 
exemple; on peut, dans le produit 5^x5*, remplacer 5* 
par trois facteurs égaux à 5 , et 5* par quatre facteurs égaux 
à 5 (n° 74, corollaire) ; on a donc 

5^ X 5* = 5x5x5 X 5 X 5 X 5 X 5 = 5^+*; 

ce qu'il fallait démontrer. 

2^. La même chose a lieu dans le cas où il y a plus de 
deux puissances. Soient, par exemple, les trois puissances 
5', 5*, 5*. Le produit des deux premiers facteurs est 5*"*"* 5 
et, en multipliant ce premier produit par le troisième fac- 
teur 5', on trouve 5*+* + ®. 

Corollaire. — Pour éles^er une puissance à une autre 
puissance , il suffit de multiplier le premier exposant par 
le second. 

En effet, supposons qu'on veuille élever 5* à la troisième 
puissance -, on a 

( 5^)^= 5* X 5* X 5* = 5*-*-*-»-*; 
ou 

ce qu'il fallait démontrer. 

81. Théorème IL — Le quotient de deux puissances 
d'un nombre est une puissance du même nombre dont 
l'exposant est égal à l'excès de l'exposant du dividende 
sur l'exposant du diviseur. 

Supposons, par exemple, qu'il faille diviser 5"^ par 5*; 
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l'excès de 7 sur 4 étant 3 , on a (n*^ 80) 

5' = 5* X 5' ; 
donc 

5' : 5* = 5^= 5'-^ 

ce qu'il fallait démoli trer. 

82. Théorème IIL — On élèy^e un produit à une puis- 
sance en éley^ant chacun de ses facteurs à cette puissance. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille élever le pro- 
duit 2 X 3 X 4 à la troisième puissance. On a 

(2X3X4)*= (2X3x4) X (2X3x4) X (2X3x4); 

ou (n^ 74) 

(2 X 3X4)'= 2X 3x4X2X3x4X2X3x4; 
ou enfin (n° 75 ) 

(2X3x4)*= 2» X 3^X4*; 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Si les facteurs du produit qu'il faut élei^er 
à une puissance sont eux-mêmes des puissances , il suffit 
de multiplier leurs exposants par celui de la puissance à 
laquelle on veut élei^er le produit. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille élever 2 X 3*X 4^ 
au cube *, on aura 

(2 X 3*X 4')'= 2*X (3^)^ X [^'^)\ 
ou (n°80, corollaire) 

(2X 3*x4')'= 2»x 3*x'x4'><'; 
ce qu'il fallait démontrer. 

Questions proposées, 

I . Trouver deux nombres dont la somme soit 239 et la 
différence 75. Démontrer généralement qu'en ajoutant la 
différence de deux nombres avec leur somme , on a le dou- 
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ble du plus grand nombre , et qu'en retranchant la diffé- 
repce de la somme on a le double du plus petit. 

2. Partager le nombre loii en trois parties telles, que 
Texcès de la première partie sur la deuxième soît i36, et 
que l'excès de la deuxième partie sur la troisième soît 88. 

3. Quels changements éprouvent le quotient et le reste 
d'une division lorsqu^on multiplie le dividende par un cer^ 
tain nombre? 

4. Pour diviser un nombre par le produit de plusieurs 
facteurs , il suffit de diviser ce nombre par le premier fac- 
teur, puis le quotient par le deuxième facteur, et ainsi de 
suite, jusqu'à ce qu'on ait employé tous les facteurs du pro- 
duit. Ce théorème est vrai , lors même que les divisions ne 
se font pas exactement. 

5. Dénaontrer que tout nombre est une somme de puis- 
sances de a ou une somme de puissances de 2 augmentée 
de i. Décomposer, par exemple, le nombre 4^79 en une 
somme de puissances de 2. 

6. Démontrer que tout nombre est une somme de puis- 
sances de 3 distinctes, diminuée d'une autre somme de 
puissances de 3 distinctes aussi , l'une de ces sommes pou- 
vant toutefois être augmentée de l'unité. Trouver, par 
exemple, les sommes de puissances de 3, dont 4^79 est 
la différence. 
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CHAPITRE IL 
MYISIBILITÉ. 

Des multiples et des diviseurs des nombres. — Reste de la diyision d*un 
nombre par lo , par 2 , par 5 ou par leurs puissances. Conditions de divi- 
sibilité par ces diviseurs. — Reste de la division d'un nombre par 9 
ou 3. Condition de divisibilité par 9 ou par 3. — Reste de la division 
d'un nombre par 1 1 . Condition de divisibilité par 11.— Preuves par 9 
ou par II. 



Des multiples et des dwiseurs des nombres. 

83. Lorsque la division d'un nombre par un autre nom- 
bre se fait sans reste , on dit que le premier est diy^isible par 
le second , et que le second dwise le premier, ou est un di^ 
valseur du premier. Par exemple, 6 est divisible par 3: et 3 
divise 6 , ou est un diviseur de 6. 

On appelle multiple d'un nombre le produit de ce nombre 
par un autre nombre quelconque. Ainsi 3 X 2 ou 6 est un 
multiple de 3. On voit que tout multiple d'un nombre est 
divisible par- ce nombre, et que, réciproquement, tout 
nombre divisible par un autre est un multiple de cet autre. 

On appelle sous- multiple ou facteur d'un nombre tout 
nombre dont le premier est un multiple. Par exemple , 3 est 
un sous-multiple ou un facteur de 6. On voit que les mots 
sous-multiple ^ facteur et dii^iseur ont tous trois la même 
signification. 

84?. Théorème I. — Tout div^iseur de plusieurs nombres 
est un diy^iseur de leur somme. 

Considérons , par exemple , deux ou plusieurs nombres 
divisibles par 5. Chacun de ces nombres étant formé de par- 
ties toutes égales à 5 , leur somme sera également formée de 
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parues égales à 5 ^ c'est donc un mulriple de 5 , ou un 
nombre divisible par 5. 

Corollaire. — Tout div^iseur d'un nombre div^ise les 
multiples de ce nombre^ 

Soit, par exemple, 5 un diviseur de 1 5 ; tout multiple de 1 5 
étant la somme de plusieurs nombres égaux à 1 5 , est , d'a- 
près ce qui précède, divisible par 5. 

85. Théorème II. — Tout dwiseur de deux nombres est 
un dwiseur de leur différence. 

Considérons, par exemple, deux nombres divisibles par 5. 
Chacun de ces nombres étant formé de parties toutes égales 
à 5, leur différence est également formée de parties égales 
à 5^ elle est donc multiple de 5, ou divisible par 5. 

Corollaire, — Tout div^iseur de deux nombres divise le 
reste de leur division, 

m 

Considérons deux nombres divisibles par 5. Le reste de 
la division de ces nombres est égal à l'excès du dividende 
sur le produit du diviseur par le quotient 5 d'ailleurs le 
diviseur étant, par hypothèse, divisible par 5, le produit 
de ce diviseur par le quotient Test aussi; donc le reste, qui 
est la différence de deux nombres divisibles par 5, est lui- 
même divisible par 5 . , 

86. Théorème III. — Le reste de la dii^ision de deux 
nombres ne change pas quand on ajoute au dii^idendé ou 
quand on en retranche un multiple du dii^iseur. 

En effet, pour avoir le reste d'une division, il faut, 
du dividende , retrancher le diviseur autant de fois que cela 
est possible-, par conséquent, ce reste ne peut changer 
quand on recommence la division, après avoir ajouté au 
dividende ou après en avoir retranché une ou plusieurs fois 
le diviseur. 

Remarque. — Ce théorème peut s'énoncer aussi de la 
manière suivante : 

5 
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Si deux nombres différent entre eux d'un multiple d^un 
troisième nombre, et qu'on les dis^ise Vun et Vautre par 
celui-ci, on obtient des restes égaux. 

87. Théorème IV. — Si deux nombres, divisés par un 
troisième , donnent des restes égaux, leur différence est 
divisible par ce troisième nombre. 

Considérons les nombres 38 et 28. En les divisant l'un 
et l'autre par 5, on obtient le même reste 3; en sorte que 

38 = un multiple de 5-4-3, 

28 = un multiple de 5 4- 3 . 

Or, pour former la différence 38 — 28, on peut d'abord 
retrancher 3 , et il ne reste plus ensuite qu'à retrancher un 
multiple de 5 d'un autre multiple de 5 ; d'où il résulte que 
la différence 38 — 28 est un multiple de 5. 

88. Théorème V. — Si Von dii^ise deux nombres par 
un même diviseur, la différence entre le produit des deux 
dii^idendes et le produit des deux restes est dis^isiblepar le 
diviseur. 

Soient les deux nombres 38 et 29. Divisons ces nombres 
par le même diviseur 5 , nous obtenons les restes 3 et 4 ; 
par conséquent, 

38 = un multiple de 5 -i- 3^ 

29 = un multiple de 5 -H 4- 

Chacun des nombres 38 et 29 étant ainsi décomposé en 
deux parties, on peut, pour avoir leur produit, multiplier 
chaque partie de la première somme par chaque partie de 
la seconde, et ajouter les produits partiels obtenus (n** 70). 
En multipliant d'abord les deux parties de 38 par la pre- 
mière partie de 29, qui est un multiple de 5 , on obtient 
deux multiples de 5 5 on obtient un troisième multiple de 5 
en multipliant la première partie de 38 par la deuxième 
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partie de 29 \ enfin , en multipliant la deuxième partie de 
38 par la deuxième de 29, on a le produit 3x4* Consé- 
quemment , le produit 38 X 29 est la somme de quatre par- 
ties , dont les trois premières sont des multiples de 5, et dont 
la quatrième est égale à 3 X 4 ? donc 

38 X 29 = un multiple de 5 H- 3 X 4 J 

et, par suite, la différence 38 X 29 — 3 X 4 est divisible 
par 5. 

Corollaire. — Si Von <Uvùe trois, quatre^ etc., nombres 
par un même diviseurj la différence entre le produit des 
dix'idendes et le produit des restes est divisible par le di- 
i^iseur. 

Considérons les nombres 38, 29, 17 qui, divisés par 5 , 
donnent respectivement 3, 4) ^ pour restes; nous au- 
rons 

38 = un multiple de 5 -h 3, 

29 := un multiple de 5 -H 4 > 
I «j = un multiple de 5 -H 2 . 

Des deux premières égalités , on conclut , comme ci-dessus , 

38 X 29 = un multiple de 5 -h 3 X 4 > 
de celte nouvelle égalité et de la suivante, 

1 7 = un multiple de 5 -t- 2 , 
on conclut pareillement 

38 X 29 X 17 = un multiple de 5 -h 3 X 4 X 2; 

ce qui montre que la différence 38x29X17 — 3x4X2 
est divisible par 5. 

Le même raisonnement s'applique au cas de quatre, 
cinq, etc., nombres. 

5, 
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Reste de la div^ision d'un nombre par lo, par a, par ^, 
ou par leurs puissances. Conditions de divisibilité par 
ces dii^iseurs. 

89. On a souvent besoin de savoir si un nombre est divi- 
sible par un autre , et , lorsque cela n'a pas lieu , de con- 
naître le reste de la division du premier par le second. Dans 
la plupart des cas, le moyen le plus simple de résoudre cette 
question consiste à faire la division des deux nombres par 
la règle ordinaire ^ mais on peut éviter cette opération et 
arriver plus rapidement au résultat dans quelques cas par- 
ticuliers que nous allons étudier. La méthode dont on fait 
usage à cet effet repose sur le théorème démontré au n^ 86, 
et en vertu duquel 

Le reste de la div^ision de deux nombres ne change pas 
quand on supprime dans le dividende un multiple quel- 
conque du diviseur. 

90. Le reste de la division d'un nombre par lo, par loo, 
par looo, etc., est le nombre formé par son dernier chiffre 
à droite, par ses deux derniers chiffres, par ses trois der- 
niers, etc. 

En effet , considérons , par exemple , le nombre 787 1 3 -, 

nous avons 

78713 = 7871 X 10 4- 3, 

= 787 X 100 -h i3, 

= 78X1 000 -4-713, 



et, par conséquent, les restes obtenus en divisant 78713 
par 10, 100, 1000 sont 3, i3, 713. 

11 résulte de là que : 

Pour qu un nombre soit divisible par 10, 100, 1000, etc., 
il faut et il suffit qu il soit terminé par un, deux, trois, etc., 
zéros. 
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91 . Le reste de la dis^ision d*un nombre par a ou par 5 
est le même que le reste de la dii^ision du chiffre de ses 
unités par 2 ou par 5 . 

Soit le nombre 78718 ; on a 

787 1 3 = 787 1 X 10 -i- 3. 

Or, 7871 X 10 est un multiple de lo-, donc ce nombre est 
un multiple de 2 et de 5, puisque 10 = 2 X 5 ; donc le reste 
de la division de 78713 par 2 ou par 5 est le même (11° 89) 
que le reste de la division de 3 par 2 ou par 5, 

Un nombre est dit pair ou impair^ suivant qu'il est divi- 
sible ou non divisible par 2. Il est évident que les nombres 
sont alternativement pairs et impairs. D'après cela , on voit 
que : 

Un nombre est pair ou impair, suii^ant que le chiffre de 
ses unités est pair ou impair. Zéro est considéré comme 
un chiffre pair, 

5 étant le seul chiffre divisible par 5, on voit aussi que : 

Pour qiiun nombre soit dis^isible par 5, il faut et il 
suffit que le chiffre de ses unités soit o ou 5. 

92. Le reste de la di\^ision d'un nombre par 4 ou par 25 
est le même que le reste de la division par 4 ou par 25 
du nombre formé par ses deux derniers chiffres à droite. 

En effet, soit le nombre 78718 -, on a 

78713 = 787X100-1-13. 

Or 787 X 100 est un multiple de 1005 donc ce nombre est 
un multiple de 4 et de 25, puisque 100 == 4 X 25 5 donc le 
reste de la division de 78713 par 4 ou 20 est le même que le 
reste de la division de i3 par 4 ou 25. Il résulte de là que : 

Pour quun nombre soit divisible par 4 ou par 25, il faut 
et il suffit que le nombre formé par ses deux derniers 
chiffres à droite soit divisible par 4 ou par 2^. 
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93. Et, généralement, comme lo est égal à 2XS, et 
que les puissances de lo sont (n*' 82) 2' X 5', 2' x 5*, 
•2* X 5*5 etc. , on démontre, par un raisonnement identique 
aux précédents , que : 

Le reste de la div^ision d'un nombre par 2' om 5' ; par 2* 
ou 5*, etc,^ cest^à-'dire par 8 ou i25, par 16 ou 626, etc., 
est le même que le reste de la dwision du nombre formé 
par ses trois, quatre, etc, derniers chiffres à droite. 

Par suite : 

Pour quun nombre soit div^isible par % ou laS, par 16 
ou 625, etc. y il faut et il sutffit que le nombre formé par 
ses trois, quatre, etc., derniers chiffres soit dis^isible par 8 
ou 125 , par 16 ou 625, etc. 

Reste de la dii^ision d'un nombre par g ou pari. Condition 

de divisibilité par 9 ou par 3. 

94?. La détermination du reste de la division d'un nombre 
par 9 ou par 3 repose sur les principes suivants : 

i**. L'unité, suii^ie d'un ou de plusieurs zéros, est égale 
à un multiple de 9 augmenté de i . 

Soit, par exemple, loooo; en retranchant i de ce nom- 
bre, d'après la règle ordinaire de la soustraction, on voit 
que le reste ne sera formé que de chiffres 9. Ce reste est donc 
un multiple de 9 ; ainsi Ton a 

loooo = un multiple de g -|- i . 

2^. Tout nombre formé d'un chiffre significatif, suivi 
d'un ou de plusieurs zéros, est égal à un multiple de g aug- 
menté de ce chiffre. 

Soit le nombre 70000. Comme loooo est égal à un mul- 
tiple 9 plus 1 , 70000 sera égal à 7 fois un multiple de 9 
plus 7 ^ on a donc 

70000 = un multiple de 9 + 7. 
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3®. Tout nombre est égal à un multiple de 9 augmenté 
de la sommée de ses chiffres. 

Prenons pour exemple le nombre 74862. Ce nombre est 
égal à 70000 -h 4000 H- 800 -h 5o -4- 2^ or, d'après ce qu'on 
vient de voir, 

70000 = un multiple de 9 -+- 7 , 

4000 = wn multiple de 9 + 4 , 

800 =r un multiple de 9 -f- 8, 

5o = un multiple de 9 -4- 5, 

2= 2 

donc 

74852 = un multiple de94-(7+4"t-8 + 5-H2); 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

Remarque, — Comme 3 est un diviseur de 9, on peut 
dire aussi que : 

Tout nombre est égal à un multiple de 3 augmenté de 
la somme de ses chiffres. 

95. De ce qui précède, on conclut que : 

1°. Ze reste de la division d\in nombre par 9 ou par 3 
est le même que le reste de la division de la somme de 
ses chiffres par 9 ou par 3. 

2.^, Pour qu'un nombre soit divisible par 9 ou par 3 , il 
faut et il suffit que la somme de ses chiffres soit divisible 
par 9 ou par 3 . 

Memarque. — Dans la pratique , quand on fait la somme 
des chiffres d'un nombre, pour avoir le reste de la division 
de ce nombre par 9, on supprime 9 chaque fois que cela est 
possible. Soit, par exemple, le nombre 74862, on dira : 
7 et 4 • • • 115 2 et 8 . . . 10^ 1 et 5 ... 6 et 2 ... 85 8 est 
le reste de la division de 74862 par 9. 
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Reste de la division d'un nombre par 1 1 . Condition de 

dis^isibilité par 1 1 . 

96. La détermînatîon du reste de la division d'un nombre 
par 1 1 repose sur les principes suivants : 

1°. U unité y suii^ie d'un nombre pair de zéros, est égale 
à un multiple de ii augmenté de i . 

En retranchant i d'un pareil nombre, d'après la règle 
ordinaire de la soustraction , on voit que le reste est formé 
d'un nombre pair de chiffres 95 par exemple, 

10000 = 9999+1* 

• 

Or 9999 est égal à 99 X 100 H- 99, c'est-à-dire égal à une 
somme de multiples de 99 5 ce nombre est donc un mul- 
tiple de 99, et, par conséquent, un multiple de 11, puisque 
99 = 1 1 X 9. Il résulte de là que 

loooo = un multiple de 11 -f- i • 

2^. L'unité^ suiv^ie d'un nombre impair de zéros, est 
égale à un multiple de 11 diminué de 1 . 
On a d'abord 

to = II — i , ou i o = un multiple de 1 1 — i . 

Considérons maintenant l'unité suivie d'un nombre im- 
pair quelconque de zéros, 1 00000 par exemple. Ce nombre 
est égal à loooo X 10. D'ailleurs loooo est égal à un 
multiple de II augmenté de i^ donc 1 00000 sera égal à 
10 fois un multiple de 1 1 -f- 10, ou à 10 fois un multiple de 
II4-II — i;ona donc 

1 00000 = un multiple de 11 — i . 

3°. Un nombre formé d'un chiffre significatif suii^i 
d 'un nombre pair de zéros, est égal à un multiple de 11 
augmenté de ce chiffre. 
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Soit, par exemple, 70000. Comme ce nombre est égal 
à loooo X 7î et que 1 0000 est égal à un multiple de 1 1 -h i , 
70000 sera égal à 7 fois un multiple de 1 1 -h 7 5 on a donc 

70000 = un multiple de 11 + 7, 

4^. Un nombre formé d^un chiffre significatif suivi 
d^un nombre impair de zéros j est égal à un multiple de 11 
diminué de ce chiffre. 

Soit le nombre 700000. Comme 1 00000 est égal à un 
multiple de II — 1,700000 sera égal à 7 fois un multiple 
de II — 7 (n° 71) 5 on a donc 

700000 = un multiple de 11 — 7 . 

5**. Tout nombre est égal à un multiple de 11 augmenté 

de la somme de ses chiffres de rang impair, à partir de la 

droite^ et diminué de la somme de ses chiffres de rang 

pair. 

Soit le nombre 74862, égala 7oooo-f-4ooo-h8oo-f-5o-f-2. 

D'après ce qu'on vient de voir, 

70000 == un multiple de 11 -+- 7 , 

4000 = un multiple de 1 1 — 4 > 

800 = un multiple de 11 -f- 8 , 

5o = un multiple de 11 — 5, 

2 = 2; 

donc 

74862 = un multiple de 11 -+-7 — 4~^8 — 5-1-2, 

ou 

^4852 = un multiple de 1 1 -4- (7 -f- 8 H- 2) — (4 4- 5) ; 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

97. De ce qui précède on conclut que : 
Le reste de la division d'un nombre par 1 1 est le même 
que le reste de la division par 11 de l'excès de la somme des 
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chiffres de rang impair y à partir de la droite , sur la somme 
des chiffres de rang pair. 

Toutefois il faut observer que , si la somme des chiffres 
de rang impair est inférieure à la somme des chiffres de 
rang pair, on devra ajouter à la première somme 1 1 , ou un 
multiple de II, afin de rendre la soustraction possible. 

Exemples. — i^. Soit le nombre 74852 \ on a 

74852 = un multiple de ii 4- 1 7 — 9 , 
=: un multiple de 11 -H 8 ; 

8 est le reste de la division de 7488 2 par 11. 
7?. Soit le nombre 28192 -, on a 

728192 = un multiple de 11 4-5 — 24, 

= un multiple de 1 1 + (22 -H 5 ) — 24 , 
=: un multiple de 1 1 H- 3 ; 

3 est le reste de la division de 728192 par 1 1 . 
On voit aussi que : 

Pour quun nombre soit dii^isible par 1 1 , il faut et il suffit 
que la somme des chiffres de rang impair soit égale à la 
somme des chiffres de rang pair^ ou bien que la différence 
de ces deux sommes soit divisible par 1 1 , 

Preuues par 9 ou par 1 1 . 

98. Comme application des résultats qui précèdent , nous 
indiquerons ici la manière de faire la preuve des quatre 
opérations de l'arithmétique par un dis^iseur quelconque. 
On n'emploie guère , à cet effet , que les diviseurs 9 et 1 1 , 
parce que le reste de la division d'un nombre par 9 ou 1 1 
se détermine très-aisément. Nous ferons nos raisonnements 
sur le diviseur 9, mais ce que nous dirons s'appliquera 
également à 1 1 et à tout autre diviseur. 

Addition. — Pour faire la preuve par 9 de V addition 
de plusieurs nombres j on ajoute les restes de la diyision de 
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ces nombres par 9 , ef , si le résultat est égal au reste de la 
division parade la somme trouvée , ou nen diffhre que par 
un multiple de g^ on a une vérification du premier calcul. 
Supposons qu'ayant eu à additionner les nombres g^oj , 
989, 5028, on ait trouvé pour somme i5474* ^^^ restes 
de la division des nombres donnés par 9 sont 3,3,6, dont 
la somme est 1 2 ^ on a donc 

9607 = un multiple de 9 •+- 3> 

939 = un multiple de 9 + 3 , 

5028 = un multiple de 9 + 6; 

et, par suite, 

9507 H- 939 -f- 5028 = un multiple de 9 -4- 12. 

D'un autre côté, le reste de la division par 9 de la somn^e 
trouvée i5474 ^st 3 ; on a donc 

15474 = ^^ multiple de 9 H- 3 ; 

par conséquent, si i5474 ^^^ etfectivement la somme des 
nombres donnés, les nombres 12 et 3 ne peuvent différer 
que par un multiple de 9. Comme 12 = 3-1-9, ^* vérifi- 
cation a lieu. 

Soustraction. — Pour faire la preux^e par g de la sous- 
traction de deux nombres y on ajoute les restes de la dii^i- 
sion par g du plus petit des nombres donnés et de la diffé- 
rence troui^ée, et si le résultat est égal au reste de la division 
par 9 du plus grand des nombres donnés , pu nen diffère 
que par un multiple deg^ on a une vérification du premier 
calcul. 

Cela résulte immédiatement de ce que , dans une soustrac- 
tion , le plus grand des nombres donnés est la somme du 
plus petit et du reste. 

Supposons qu'ayant eu à soustraire 176382 de 2o5634 , 
on ait trouvé pour reste 29252. 

Le reste de la division du plus grand nombre par 9 est 2 -, 
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les restes de la division par 9 du plus petit nombre donné 
et de la différence trouvée sont o et 2 : on voit que la véri- 
fication a lieu. 

99. Multiplication. — Pour faire la preu\^e par g de 
la multiplication, on fait le produit des restes de la div^i- 
sion par 9 des facteurs donnés ^ et si le résultat est égal au 
reste delà div^ision par g du produit obtenu ou n'en diffère 
que par un multiple de g ^ on a une vérification du pre- 
mier calcul. 

Cela résulte immédiatement du théorè^le démontré au 
n°88. 

Supposons qu ayant eu à multiplier 2096 par 347 ^ ^^ ^^' 
trouvé pour produit 727312. Les restes de la division par 9 
des facteurs donnés étant 8 et 5 ,[on a (n^ 88) 

2096 X 347 = un multiple de g + 8 X 5 ; 

d'un autre côté, le reste de la division par 9 du produit 
trouvé étant 4 ? on a 

727312 = un multiple de 9 -h 4; 

par conséquent, si 727312 est effectivement le produit de 
2096 par 347, les nombres 8 X 5 et 4 ne peuvent différer 
que par un multiple de 9. Comme 8 X 5 est égal à 4o , et que 
la différence 4^ — 4 ou]36 est un multiple de 9 , la vérifi- 
cation a lieu. 

Remarque. — La règle précédente s'applique , quel que 
soit le nombre des facteurs dont on veut vérifier le produit.- 

100. Division , — Pour faire la preus^e par g de la dii^i- 
sion, on fait le produit des restes par g du dii^iseur et du 
quotient trompé, et Von ajoute à ce produit le reste par g du 
reste troui^éy si l'on en a obtenu un y cela fait , si le résultat 
est égal au reste du diy^idende par 9, ou n'en dijfère que 
par un multiple de g^ on a une vérification du premier 
calcul. 
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Supposons, par exemple, qu'ayant eu à diviser 890549 
par 859 , on ait trouvé pour quotient 687 et pour reste 4 16. 

Les restes de la division par 9 des trois nombres 859, 687, 
4 16, étant 4? 3, 2, on a 

859 X 687 = un multiple de 9 -h 4 X 3 , 
4i6 = un multiple de 9 + 2; 
par suite , 

859 X 687 H- 4'6 = un multiple de 9 + 4 X 3 -f- 2. 

D'un autre côté, le reste de la division par 9 du dividende 
590549 est 5 ^ on a donc 

690549 = un multiple de 9 -f- 5. 

Or, si la division proposée a «été bien faite, 590549 est 
égalà859x687+4i6i et alors les nombres 5 et 4x3 + 2 
ne peuvent différer que par un multiple de 9^ la différence 
de ces nombres étant 9 , la vérification a lieu. 

101 . De ce que la preuve par 9 d'une opération a réussi , 
on ne peut conclure avec certitude que le résultat trouvé 
est exact ; mais on est en droit d'affirmer que l'erreur com- 
mise, s'il y en a une, est un multiple de 9. Pour que la 
preuve par 1 1 réussit en même temps que la preuve par 9 , 
il faudrait que l'erreur commise fût à la fois un multiple 
de 9 et uu multiple de 1 1 . 

Questions proposées. 

1 . Démontrer que si un nombre est divisible par 4 j la 
somme du chiffre des unités et du double du chiffre des 
dizaines est divisible par 4 5 et réciproquement. 

2. Démontrer que si un nombre est di\^sible par 8, la 
^ somme du chilfre des unités, du double du chiffre des 

dizaines et du quadruple du chiffre des. centaines est divi- 
sible par 8 5 et réciproquement. 
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3. Démontrer que si un nombre est divisible par 6, la 
somme du chiffre des unités et du quadruple de chacun des 
autres est divisible par 6 ^ et réciproquement. 

4. Démontrer la règle suivante : 

Pour obtenir le reste de la division d'un nombre par 87, 
on décompose le nombre en tranches de trois chiffres à 
partir de la droite (la dernière i;ranche à gauche pouvant 
avoir un ou deux chiffres seulement), on fait ensuite la 
somme des nombres qui composent ces tranches , et l'on 
prend le reste de la division de cette somme par 37. 

On s'appuiera sur ce que 1000 est un multiple de 37 
augmenté de i . 

5. Démontrer la règle suivante : 

Pour obtenir le reste de la division d'un nombre par 7 
ou par i3 : i^ on décompose le nombre en tranches de trois 
chiffres, à partir de la droite-, 2° on fait la somme des 
nombres qui composent les tranches de rang impair et la 
somme des nombres qui forment les tranches de rang pair ; 
3** on retranche la seconde somme de la première augmen- 
tée, s'il est nécessaire, d'un multiple de 7 ou de i3 ; 4°Oïi 
prend le reste de la division, par 7 ou par i3, de l'excès 
obtenu. 

On s'appuiera sur ce que 1000 est un multiple de 7 ou 
de 1 3 diminué de i . 

6. Démontrer que si l'erreur commise dans la multipli- 
cation de deux nombres provient de ce que le premier 
chiffre à droite de l'un des produits partiels n'a pas été 
écrit comme il convient sous le deuxième chiffre à droite 
du produit partiel précédent, la preuve par 9 ne pourra 
indiquer Terreur. Examiner si la preuve par 1 1 pourrait 
toujours mettre Terreur en évidence. 
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CHAPITRE III . 

THÉORIES m PLUS GRAND GOMMIIN DIVISEUR ET DU PLUS 

PETIT COMMUN MULTIPLE. 

Théorèmes sur lesquels repose la recherche du plus grand commun divi- 
seur de deux nombres. — Recherche du plus grand commun diviseur de 
deux nombres. — Recherche du plus grand commun diviseur de plu- 
sieurs nombres. — Théorèmes relatifs à la théorie du plus grand commun 
diviseur. — Limite du nombre des divisions à exécuter dans la recherche 
du plus grand commun diviseur de deux nombres. — Recherche du plus 
petit commun multiple de deux nombres. — Recherche du plus petit 
commun multiple de plusieurs nombres. 



Théorèmes sur lesquels repose la recherche du plus grand 
commun dmseur de deux nombres. 

102. La détermination du plus grand commun diviseur 
de deux nombres repose sur les deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Si deux nombres sont divisibles V un par 
l'autre, leur plus grand commun dii^iseur est égal au plus 
petit d* entre eux* 

Le plus grand commun diviseur de deux nombres ne 
peut surpasser le plus petit d'entre eux, puisqu'il doit le 
diviser. Si donc le plus petit nombre divise le plus grand , 
comme il se divise lui-même , il sera le plus grand commun 
diviseur. 

Théorème II. — Si deux nombres ne sont pas dii>isibles 
l'un par l'autre^ leur plus grand commun dii^iseur est égal 
au plus grand commun dii^iseur du plus petit d'entre eux 
et du reste de leur dis^ision. 

Soient les deux nombres 85 2 et 192. En les divisant l'un 
par l'autre , on trouve pour quotient 4 et pour reste 84 5 par 
conséquent on a 

852 = 192 X 4 + ^4- 
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Tout commun diviseur des nombres 852 et 192 divise le 
reste 84 de leur division (n° 84, Corollaire) •, il est donc 
commun diviseur des nombres 192 et 84* Réciproquement , 
tout commun diviseur des nombres 192 et 84 divise 192x4 î 
divisant 192 X 4 ^^ ^4, il divise leur somme 852; ce nom- 
bre est donc un commun diviseur de 852 et de 192. 

Il résulte de là que les nombres 852 et 192 ont les mêmes 
communs diviseurs que 192 et 84; donc, en particulier, 
le plus grand commun diviseur des nombres 852 et 192 
est égal au plus grand commun diviseur des nombres 192 
et 84. 



Recherche du plus grand commun diviseur de deux 

nombres, 

103. Proposons-nous de déterminer le plus grand com- 
mun diviseur des nombres 85 2 et 192. Divisons 852 par 192; 
nous trouvons pour quotient 4 et pour reste 84- Nous con- 
cluons de là que le plus grand commun diviseur cherché 
n'est pas 192 , et qu'il est égal au plus grand commun divi- 
seur de 192 et de 84. Divisons alors 192 par 84*, nous trou- 
vons pour quotient 2 et pour reste 24 : par conséquent, le 
plus grand commun diviseur cherché n'est pas 84 , et il est 
égal au plus grand commun diviseur des nombres 84 et 24. 
Divisons donc 84 par 24 ; nous trouvons pour quotient 3 et 
pour reste 1 2 : d'où nous concluons que le plus grand com- 
mun diviseur cherché est égal au plus grand commun divi- 
seur de 24 et de 12. Enfin, comme en divisant 24 par 12, 
nous trouvons pour quotient 2 et pour reste o , nous con- 
cluons que le plus grand commun diviseur cherché est 12. 

On dispose habituellement l'opération comme il suit : 



852 
84 



4 

192 

24 


2 

84 

12 


3 

24 




12 
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On voit que chaque division se trouve disposée à la manière 
ordinaire, avec cette seule différence, que le quotient est 
placé au-dessus du diviseur au lieu d'être au-dessous. 

104. On peut , d'après ce qui précède , énoncer la règle 
suivante : 

Pourai^oir le plus grand commun dwiseur de deux nom,-- 
bres, on dwise le plus grand par le plus petit ^ si le reste 
de cette di\^ision est nul, le plus petit nombre est le plus 
grand commun dis^iseur cherché . Dans le cas contraire y on 
divise le plus petit nombre par ce premier reste , et l'on ob* 
tient ainsi un deuxième reste ^ si ce deuxième reste est nul, le 
premier reste est le plus grand commun diviseur cherché. 
Dans le cas contraire, on divise le premier reste par le 
deuxième , et l'on continue de même jusqu'à ce qu'on 
trouve un reste nul : le reste qui précède celui-là est le plus 
grand commun diviseur cherché. 

Remarque I. — En appliquant la règle précédente , on 
ne peut manquer d'arriver à un reste nul 5 car, les restes 
allant en décroissant, leur nombre est nécessairement li- 
mité. 

Remarque II. — Tout commun diviseur de deux nombres 
divise leur plus grand commun diviseur. 

Par exemple , tout commun diviseur des nombres 852 et 
192 divise le reste 84 de leur division (n° 85) 5 divisant 192 
et 84? il divise le reste 24 de leur division. Pareillement, 
divisant 84 et 24 , il divise le reste 1 2 de leur division , 
c'est-à-dire le plus grand commun diviseur de 852 et 192. 

Recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs 

nombres. 

105. Théorème. — Étant donnés plusieurs nombres, si 
l 'on prend le plus grand commun diviseur de deux d 'entre 
eux, puis le plus grand commun diviseur du nombre ainsi 

6 
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obtenu et de ceux des nombres donnés qui iiont pas été 
employés y on obtient le plus grand commun diseur de 
tous les nombres donnés. 

Soient , par exemple , les quatre nombres 

852, 192, 4?., 27; 

le plus grand commun diviseur de 852 et de 192 étant 12, 
je dis que le plus grand commun diviseur des nombres 

12, 42, 27, 

est aussi le plus grand commun diviseur des nombres pro- 
posés. 

En effet , tout commun diviseur des quatre nombres don- 
nés, divisant en particulier 852 et 192, divise leur plus 
grand commun diviseur 1 2 ; ce nombre est donc un com- 
mun diviseur des nombres la, 4^) ^7» Réciproquement, 
tout commun diviseur des nombres 12, 4^ , 27, divisant 1 2, 
divise 852 et 192 qui sont des multiples de 125 il est donc 
commun diviseur des nombres proposés. 

Ainsi les nombres 852, 192, 4*^, 27 ont les mêmes com- 
muns diviseurs que les nombres 1 2, 42, 27 •, par conséquent, 
le plus grand commun diviseur des uns est égal au plus 
grand commun diviseur des autres. 

106. On peut maintenant trouver sans difficulté le plus 
grand commun diviseur de plusieurs nombres. Soient, en 
effet , les quatre nombres 

852, 192, 42, 27, 

déjà considérés. Commençons par chercher le plus grand 
commun diviseur de 852 et de 192 *, nous trouvons 1 2 : donc 
(n° 105) la question est ramenée à la recherche du plus 
grand commun diviseur des trois nombres 

12, 4^> 27. 

Cherchons de même le plus grand commun diviseur des 
nombres 12 et 42*, nous trouvons 6-, par conséquent, nous 
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sommes conduits à chercher le plus grand commun diviseur 

des deux nombres 

6, 27. 

On trouve qu'il est égal à 3. Le plus grand commun diviseur 
des quatre nombres proposés est donc 3. 

On peut , d'après cela , énoncer la règle suivante : 

Pour a\^oir le plus grand commun dwiseur de plusieurs 
nombres, on cherche le plus grand commun diviseur des 
deux premiers^ puis le plus grand commun diviseur du 
nombre ainsi obtenu et du troisième des nombres propo- 
sés^ et ainsi de suite jusquà ce que tous les nombres aient 
été employés. Le dernier plus grand commun diviseur 
obtenu ainsi est celui des nombres proposés. 

Remarque. — Tout commun diviseur de plusieurs nom,- 
hres divise leur plus grand commun diviseur. 

Par exemple, tout commun diviseur de 852 , 192 , 4^ ? ^7 
divise le plus grand commun diviseur 12 de 852 et 192 
(n° 104, Remarque II) , c'est donc un commun diviseur de 
12, 4^5 27. Pour la même raison, il divise le plus grand 
commun diviseur 6 de 12 et 4^1 c'est donc un commun 
diviseur de 6 et 27 : par conséquent, il divise leur plus grand 
commun diviseur 3 , qui est aussi le plus grand commun 
diviseur des nombres proposés. 

107. Deux ou plusieurs nombres sont dits premiers entre 
eux, lorsqu'ils n'ont d'autre commun diviseur que l'unité, 
ou, en d'autres termes, lorsque leur plus grand commun 
diviseur est i . 

Quand on cherche le plus grand commun diviseur de 
deux nombres, si l'on arrive dans le cours de l'opération à 
deux restes consécutifs qu'on sache être premiers entre eux, 
il est inutile de poursuivre le calcul 5 car les nombres pro- 
posés sont aussi premiers entre eux , puisque leur plus grand 
commun diviseur est le même que celui de deux restes 

consécutifs. 

6. 
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Pareillement , dans la recherche du plus grand commun 
diviseur de plus de deux nombres, si , dans le cours de 
l'opéralion , on rencontre deux diviseurs consécutifs pre- 
miers entre eux , il est inutile de continuer le calcul *, car les 
nombres proposés sont aussi premiers entre eux. 

Théorèmes relatifs à la théorie du plus grand 

commun dii^iseur. 

108. Dans ce qui va suivre, nous ferons souvent usage des 
lettres A, B,. . . a, ft,. . . pour représenter les nombres. 
Quelquefois aussi nous emploierons la même lettre sans ac- 
centd' abord, puis affectée d'un ou plusieurs accents, comme, 
par exemple, A, A', A'', A'", . . . , qu'on prononce A, A prime , 
A seconde^ A tierce, .... Nous ferons surtout usage de celte 
dernière notation pour représenter deux ou plusieurs nom- 
bres ayant une propriété commune ou un mode de for- 
mation commun sur lequel nous voudrons appeler l'at- 
tention. 

Quand deux ou plusieurs nombres seront ainsi repré- 
sentés par des lettres, nous indiquerons leur produit en 
écrivant simplement ces lettres à la suite les unes des autres, 
et omettant le signe X de la multiplication. Ainsi AB re- 
présentera le produit des nombres désignés par A et B, 
ABC le produit des nombres A, B, C. Pareillement, le 
produit de A par 1 2 s'écrira 1 2 A. 

109. Théorème I. — Lorsqu'on multiplie deux ou plu- 
sieurs nombres par un même nombre , leur plus grand 
commun dis^iseur est multiplié par ce nombre, 

i^. Soient d'abord deux nombres A et B; supposons, 
pour fixer les idées, que, dans la recherche du plus grand 
commun diviseur de ces nombres , on ait quatre divisions 
à faire, et, par. suite, que le quatrième reste soit nul. 
Soient R le reste de la division de A par B, R' le reste de 
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la division de B par R, et R" le reste de la division de R 
l^r R'. D'après notre hypothèse, le reste de la division de 
R' par R'' est nul, et, par conséquent, R'^ est le plus grand 
commun diviseur de A et B. 

Cela posé, si Ton multiplie A et B par un certain 
nombre N^ le reste R de leur division sera aussi multiplié 
par N (n° 76). B et R étant ainsi multipliés par N, le reste 
R' de leur division sera lui-même multiplié par N . Pareil- 
lement enfin, R et R' étant multipliés par N, le reste R^' 
de leur division , reste qui est le plus grand commun divi- 
seur de A et de B, sera multiplié par N. 

2**. Considérons maintenant le cas de plusieurs nombres. 
Soient 5 par exemple , quatre nombres A , B, C , D. Soient d 
le plus grand commun diviseur de A et de B , d' le plus 
grand commun diviseur de rf et de C , et d" le plus grand 
commun diviseur de d^ et de D. Nous savons que d" est 
le plus grand commun diviseur des quatre nombres A , 
B, C,D. 

Cela posé, multiplions A, B, C, D par un même nom- 
bre N. A et B étant multipliés par N, leur plus grand com- 
mun diviseur d sera aussi multiplié par N; c? et C étant 
multipliés par N, leur plus grand commun diviseur d' sera 
lui-même multiplié par N5 enfin, d''ei D étant multipliés 
par N, leur plus grand commun diviseur d^'^ qui est égale- 
ment celui des nombres proposés, sera multiplié par N. 

Corollaire. — Lorsquon di\^ise deux ou plusieurs nom^ 
bres par un même nombre, leur plus grand commun divi- 
seur estdiy^isé par ce nombre. 

En effet , soient , par exemple , quatre nombres 

NA, NB, NC, ND, 

divisibles par un même nombre N. Soit aussi d le plus 
grand commun diviseur des nombres A , B, C, D^ ^d sera, 
d'après ce qui précède , le plus grand commun diviseur des 
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nombres proposes. On voit donc que, si l'on divise par N 
les quatre nombres proposés, leur plus grand commu% 
diviseur sera lui-même divisé par N. 

Remarque. — Ce corollaire permet de simplifier, dans 
quelques cas , la rechercbe du plus grand commun diviseur 
de plusieurs nombres. Si, en effet, on aperçoit que les 
nombres dont il s'agit admettent un diviseur commun N, 
on les divisera par N, et Ton cherchera le plus grand com- 
mun diviseur des quotients obtenus. Multipliant ensuite le 
résultat par N, on aura le plus grand commun diviseur des 
nombres proposés. 

Exemple, — Veut-on le plus grand commun diviseur des 
nombres 85 200 et 19200? on cherchera celui de 852 et de 
192 ^ le résultat étant 12 ,«le plus grand commun diviseur 

demandé sera 1200. 

• 

110. Théorème II. — Si Von diVise deux ou plusieurs 
nombres par leur plus grand commun dii^iseur, les quo- 
tients que l'on obtient sont premiers entre eux. 

Soient , par exemple , trois nombres A , B, C ; et soient 
A', B', G les quotients de la division de A, B, C par leur 
plus grand commun diviseur, D. 

D'après le corollaire du théorème I, si l'on divise A, B, C 
par D, leur plus grand commun diviseur D est divisé par D 5 
il devient donc égal à i; donc A', B', G sont premiers entre 
eux. 

111. Théorème III. — Réciproquement^ si Von divise 
deiLX ou plusieurs nombres par un de leurs communs divi- 
seurs^ et qu'on obtienne des quotients premiers entre eux^ 
le diviseur employé est le plus grand commun diviseur 
des nombres proposés. 

Soient, par exemple, trois nombres A, B, C; et sup- 
posons que les quotients A', B', C de la division dé ces 
nombres par un diviseur commun D soient premiers entre 
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eux^ c'est-à-dire 9 supposons que ces quotients aient l'unité 
pour plus grand commun diviseur. 

Si Ton multiplie A', B', C par D, les produits A, B, C 
auront Y pour plus grand commun diviseur, i xD ou D^ 
ce qu'il fallait démontrer. 

H2. Théorème IV. — Tout nombre qui divise un pro- 
duit de deux facteurs y et qui est premier av^ec l'un d'eux, 
divise l'autre. 

Je dis que si N divise le produit AB et qu'il soit premier 
avec A, il divisera B. En effet, le plus grand commun divi- 
seur des nombres N et A est i ^ par conséquent , les produits 
de N et de A par B, savoir 

NB et AB , 

ont B pour plus grand commun diviseur. Or, par hypo- 
thèse, N divise le produit AB-, il divise aussi IS'B^ donc il 
divise le plus grand commun diviseur des nombres NB et 
AB , c'est-à-dire B. 

Limite du nombre des di{>isions à exécuter dans la 
recherche du plus grand commun dis^iseur de deux 
nombres, 

H3. Théorème I. -^ Dans toute division^ le dividende 
est plus grand que le double du reste. 

Soient , en effet , les deux nombres A et B <^ A , Q le 
quotient, et R le reste de leur division \ on a 

A = BQ + R. 

Le quotient Q est au moins égal à i , donc A est au moins 
égal à B -h R ; enfin , comme le diviseur est nécessairement 
plus grand que le reste , on a 

A>R + R ou A>2R; 

ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème II. — Si, dans la recherche du plus grand 
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commun dmseur de deux nombres A et B<[ A, on est 
conduit à faire plus d'un nombre pair un de divisions, 
le plus petit des nombres donnés B surpasse la »**"" puis- 
sance de 2 ou a**. 
Soient , en effet , 

R, R', R' , R*', R'^, R^ R^% . . . , 

les restes auxquels conduit la recherche du plus grand com- 
mun diviseur des nombres A et B. D'après le théorème I , 
on a 

B>2R'; 

pareillement , on a aussi 

R'>2R^ 

et , par suite , à fortiori , 

B>2X2R'" ou B>2'R'". 
De même , à cause de R'''' ^ 2 R^, on aura aussi à fortiori 

B>2»X2R^ ou B>2'R% 

et, en continuant ainsi, on voit aisément que B est plus 
grand que le produit de la n**"** puissance de 2 par le reste 
qui occupe le rang 2 n. Or nous supposons que ce reste n'est 
pas nul , puisqu'on doit avoir plus de 2 « divisions à exé- 
cuter; donc il est au moins égal à i, et, par conséquent , 
B surpasse la n'**"* puissance de 2 , ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Le nombre des dii^isions à exécuter dans 
la recherche du plus grand commun diviseur de deux 
nombres est au plus égal au double de V exposant de la 
plus haute puissance de 2, immédiatement supérieure au 
plus petit de ces nombres. 

Car, si A et B <^ A sont les deux nombres proposés , et 
que 2" soit >B, il est impossible, d'après le théorème 
précédent, que l'on ait à faire plus de 2» divisions. 

Appliquons cette règle au cas des deux nombres 377 
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et 233. A cet effet, formons les puissances de a, jusqu'à ce 
qu'on en ait une supérieure à 233 : ces puissances sont 

2, 4) 8, i6, 32, 64 > ï^S, 256. 
La huitième puissance de 2, 256, étant supérieure à 233, on 
voit que notre règle indique la limite i6 pour le nombre 
des divisions à exécuter. On trouve, en faisant le calcul, 
que le nombre de ces divisions est égal à 12. 

Recherche du plus petit commun multiple de deux 

nombres. 

114. Théorème. — Le plus petit commun multiple de 
deux nombres est égal au produit que Von obtient en 
multipliant entre eux le plus grand commun div^iseur de 
ces nombres, et les quotients de leur div^ision par ce plus 
grand commun diviseur. 

En effet, soient A et B deux nombres , D leur plus grand 

commun diviseur, A' et B' les quotients de A et B par D, 

en sorte qu'on ait 

A = DA', B = DB'. 

Soit aussi M un multiple commun de A et de B. 

M, étant un multiple de A, est égal au produit de A par 

un certain nombre Q -, en sorte que M = AQ , ou , comme 

A = DA', 

M = DA'Q. 

En second lieu , M étant un multiple de B ou de DB', la 
division de DA'Q par DB' doit se faire eiractement. Pour 
effectuer cette division, on peut (n°78) diviser d'abord 
DA'Q par D, puis diviser le quotient A'Q par B'. Or, B' 
étant premier avec A', pour qu'il divise A'Q, il faut qu'il 
divise Q (n^ 112) 5 donc Q est le produit de B' par un cer- 
tain nombre ^•, on a donc Q = B'^, et, par conséquent, 

Réciproquement, le nombre DA'B'^jf est un commun mul- 
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liple de A et de B. Car il est égal à DA'xB'^ ou à 
DB'x A^^. En remplaçant q successivement par les nom- 
bres I, 2, 3, etc., ou aura la suite des communs multiples 
de A et de B, savoir ; 

DA'B', 2DA'B', 3DA'B',.... 

Le plus petit d'entre eux est DA'B'5 ce qui démontre le 
théorème énoncé. 

Remarque I. — Dans le produit DA'B', on peut remplacer 
les facteurs D et A' par leur produit A , ou les facteurs D 
et B' par leur produit B 5 par conséquent , le plus petit mul- 
tiple commun de A et B est AB' ou BA'. 

Il résulte de là que : 

Pour auoir le plus petit commun multiple de deux nom- 
bres^ il faut chercher le plus grand commun di\^iseurde ces 
nombres i dis^iser l'un d* eux par ce plus grand commun di- 
viseur, et multiplier l'autre nombre par le quotient obtenu. 

Si les deux nombres A et B sont premiers entre eux , il 
est évident que leur plus petit commun multiple est le pro- 
duit même de ces nombres. 

Remarque II. — La démonstration du théorème précé- 
dent prouve aussi que les communs multiples de deux nom- 
bres sont les multiples de leur plus petit commun multiple. 

Recherche du plus petit commun multiple de plus de 

deux nombres, 

115. Théorème. — Étant donnés plusieurs nombres, si 
l'on prend le plus petit commun multiple de deux d'entre 
euXj puis le plus petit commun multiple du nombre ainsi 
obtenu et de ceux des nombres donnés qui n'ont pas été 
employés, on obtie?it le plus petit commun multiple de tous 
les nombres donnés. 

Soient , par exemple , quatre nombres 

A, B, C, D, 
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et M le plus petit commun multiple des deux premiers; je 
dis que le plus petit commun multiple des nombres 

M, C, D 

est aussi le plus petit commun multiple des nombres pro- 
posés. 

En effet, tout commun multiple des nombres A, B, C, D, 
étant un multiple de A et de B, est aussi un multiple 
de leur plu^ petit commun multiple M-, c'est donc un 
commun multiple des nombres M, C, D. Réciproque- 
ment 5 tout multiple commun des nombres M , C , D , étant 
un multiple de M , est un multiple de A et de B qui sont 
des diviseurs de M 5 c'est donc un commun multiple de 
A,B,C,D. 

Ainsi les nombres A , B , C , D ont les mêmes communs 
multiples que les nombres M , C , D 5 le plus petit commun 
multiple des. uns est donc aussi le plus petit commun mul- 
tiple des autres. 

116. On peut maintenant trouver, sans difficulté , le plus 
petit commun multiple de plus de deux nombres; Soient , 
par exemple , les nombres 

A, B, C, D. 

Cherchons le plus petit commun multiple M des nombres 
A et B -, nous serons ramenés à chercher le plus petit com- 
mun multiple des trois nombres 

M, C, D. 

Soit M' le plus petit commun multiple des nombres M 
et C, nous serons ramenés à chercher le plus petit commun 
multiple des nombres 

M', D, 

qui sera aussi celui des nombres proposés. 
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On peut, d'après cela, énoncer la règle suivante : 

Pour ai^oir le plus petit commun multiple de plusieurs 
nombres y on cherche d'abord le plus petit commun mul- 
tiple des deux premiers^ puis le plus petit commun mul- 
tiple du nombre ainsi obtenu et du troisième des nombres 
proposés^ et ainsi de suite jusquà ce que tous les nombres 
aient été employés. Le dernier plus petit commun multiple 
obtenu de cette façon est celui des nombres proposés. 

Remarque. — Tout commun multiple de plusieurs 
nombres est un multiple de leur plus petit commun 
multiple. 

En eifet , soient A , B, C , D les nombres proposés , M le 
plus petit commun multiple des nombres A et B ^ M' celui de 
M et C5 M'' celui de M' et D. Tout commun multiple des 
nombres A , B , C , D est un commun multiple de M , C , D 
(n° 114, Remarque II) ^ c'est aussi un commun multiple des 
nombres M' et D5 enfin c'est un multiple de M'' pour la 
même raison. 

Questions proposées. 

1 . Démontrer que le plus grand commun diviseur de 
deux nombres ne change pas quand .on divise l'un d'eux 
par un de ses diviseurs , pourvu que ce diviseur soit pre- 
mier avec l'autre nombre. 

2. Démontrer que, pour avoir le plus grand commun 
diviseur de trois nombres A , B, C, il suffit de chercher le 
plus grand commun diviseur c? de A et de C , puis le plus 
grand commun diviseur d^ de B et de C, puis enfin le plus 
grand commun diviseur des nombres dei d\ 

3. Démontrer que le plus grand commun diviseur de deux 
nombres A et B est égal au nombre des multiples de B 
contenus dans la suite 

A, AX 2 A X 3,. .. , A X B 
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4. Démontrer que si l'on divise le plus petit commun 
multiple de plusieurs nombres par chacun de ces nom- 
bres, les quotients que l'on obtient sont premiers entre 



eux. 



5. Démontrer que, pour avoir le plus petit commun 
UGLultiple de trois nombres A , B, C , il suffit de chercher le 
plus petit commun multiple M de A et de C , puis le plus 
petit commun multiple M' de B et C, puis enfin le plus 
petit commun multiple des nombres M et M^ 

6. Soient N un nombre formé de m chiffres 9 et A un nom- 
bre formé de m chiffres ou d'un moins grand nombre de 
chiffres. (Si cependant A a moins de m chiffres, il faudra 
écrire un ou plusieurs zéros à sa gauche pour compléter le 
nombre m.) Soient A' le nombre obtenu en enlevant le pre- 
mier chiffre à gauche de A pour le transporter à sa droite, 
A'^ le nombre obtenu en enlevant de même le premier 
chiffre à gauche de A^ pour l'écrire à sa droite , et ainsi de 
suite. Il s'agit de démontrer que tout commun diviseur des 
nombres N et A divise aussi les nombres A', A", etc. 

Par exemple 7, qui divise 999999 et 247947? divise 
aussi les cinq nombres 479472, 7947^4, 947^47^ 47^479? 
724794. 
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CHAPITRE IV. 
THÉORIE DES NOMBRES PREMIERS. 

Des nombres premiers. — Formation d'une Table de nombres premiers. — 
Table des nombres premiers Jusqu'à 1229. — Propriétés relatives à la 
théorie des nombres premiers. -> Décomposition d'un nombre en facteurs 
premiers.— Recherche des diviseurs d'un nombre. — Nombre des diviseurs 
d'un nombre. — Composition du plus grand commun diviseur et du plus 
petit commun multiple de deux ou de plusieurs noipbres. 



Des nombres premiers, 

117. Un nombre est dit premier lorsqu'il n'a d^autre 
diviseur que lui-même et l'unité. Ainsi i, 2, 3, 5, 7, 11 
sont des nombres premiers. 

Il est évident qu'un nombre premier est premier avec 
tous les autres nombres, excepté avec ses multiples (n** 107). 

118. Théorème I. — Tout nombre qui n est pas premier 
a un div^iseur premier. 

En effet , soit N un nombre non premier. Puisque N n'est 
pas premier, il a un diviseur N' plus grand que i et moindre 
que N. Si N' est premier, le théorème est démontré. Sup- 
posons donc que N' ne soit pas premier-, alors N' a un divi- 
seur N'' plus grand que i et moindre que N'; et, comme 
N est un multiple de N', on voit que N'' est un diviseur 
de N. Si N'' est un nombre premier, le théorème est démon- 
tré. Supposons donc que N'' ne soit pas premier ; alors W 
a un diviseur N''' plus grand que i et moindre que N'' 5 et, 
comme N est un multiple de N'^, on voit que N^'' est un divi- 
seur de N. Si N'^^ est un nombre premier, le théorème est 
démontré; et, s'il ne l'est pas, en poursuivant la même 
marche, on ne peut manquer d'arriver à un diviseur pre- 
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inier de N. En effet, la suite des nombres N', N''', N''', ... se 
compose de diviseurs de N qui vont en décroissant , et qui 
sont tous plus grands que 1 5 leur nombre est donc néces- 
sairement limité ; et , comme la suite en question n'est ter- 
minée que quand on a trouvé un nombre premier, il s'en- 
suit que le nombre N a un diviseur premier. 

Corollaire. — Deux ou plusieurs nombres qui ne sont 
pas premiers entre eux ont un dii^iseur premier commun , 

En effet, le plus grand commun diviseur des nombres 
proposés, s'il n'est pas premier, a un diviseur premier*, et 
ce diviseur premier divise les nombres proposés, qui sont 
des multiples de leur plus grand commun diviseur. 

419. Théorème II. — La suite des nombres premiers 
est illimitée. 

Soit p un nombre premier; je dis qu'il existe un nombre 
premier plus grand que p. En effet, multiplions entre eux 
tous les nombres premiers i, 2 , 3 , 5, . . . jusqu'à p inclu- 
sivement,, et désignons par P le produit. En ajoutant i à ce 
produit , on obtient la somme P H- 1 ; or il doit arriver de 
deux choses l'une : ou P -J- i est premier, ou il ne l'est pas. 
Si le premier cas a lieu, il est établi qu'il existe un nombre 
premier plus grand que ^ (*). Si P H- i n'est pas premier, 
il a un diviseur premier (n^ 1 18) ; or ce diviseur est néces- 
sairement plus grand que p'^ car tout nombre premier 
moindre que p entre comme facteur dans le produit P, et , 
divisant ainsi P, il ne peut diviser P H- i . 

Il résidte de là qu'un nombre premier étant donné, il en 



(*) Si l'on admet successivement 2, 3, 4»--- facteurs dans le produit 
P, on trouvera que le nombre P-4- 1 prend les yaleurs 3 , 7, 3i , 211, 23i i , 
3oo3i ,.... Les cinq premiers termes de cette suite sont des nombres pre- 
miers, ce qui pourrait faire présumer que les suivants le sont. Cela n'a 
pourtant pas lieu; car, en examinant le sixième terme 3oo3i , on trouve qu'il 
est le produit de Sg par 509. 
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existe un plus grand , et , par conséquent , la suite des nom- 
bres premiers est illimitée. 

Formation d'une Table de nombres premiers. 

120. La méthode la plus simple pour former la Table des 
nombres premiers compris entre i et une limite L, est 
connue sous le nom de crible d'Eratosthène. Voici en quoi 
elle consiste. 

On écrit la suite 

I, 2, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, 12, i3, i4, i5, 
16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, a5, 26, 27, 28, 
29, 3o, 3i, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 4^? 4'> 

42, 43, 44> 45,. 46? 47» 48, 49»- •• 

qui comprend tous les nombres depuis i jusqu'à la limite L , 
et l'on ban^e tous ceux qui ne sont pas premiers. 

Les deux premiers termes de la suite précédente , savoir, 
1 et 2, satisfont à la définition des nombres premiers et 
doivent être conservés. 

On commence par barrer les nombres de la suite de 
deux en deux, à partir de 1 exclusivement; on supprime 
ainsi tous les nombres divisibles par 2 , excepté 2 ; car les 
nombres barrés sont évidemment 2-I-2, 2-4-2 + 2, etc. 
Le premier des nombres conservés , à partir de 2 , est 3 ^ qui 
est un nombre premier. 

On barre les nombres de la suite de trois en trois, à 
partir de 3 exclusivement 5 on supprime ainsi tous les nom- 
bres divisibles par 3 , excepté 3 5 car les nombres barrés 
dans cette deuxième opération sont évidemment 3 4- 3 , 
3 -h 3 -F 3 , etc. Il faut remarquer qu'une partie des nom- 
bres barrés comme multiples de 3 , l'ont été déjà comme 
multiples de 2 5 mais cela n'a aucune importance. Le pre- 
mier nombre conservé après 3 est 5 , qui est un nombre pre- 
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mier, puisqu'il n'est divisible par aucun des nombres pre- 
miers 2 et 3 moindres que lui. 

On barre les nombres de la suite de 5 en 5, à partir de 5 
exclusivement, et Ton supprime ainsi tous les multiples 
de 5 , excepté 5 . Le premier des nombres conservés après 5 
est 7, qui est un nombre premier, puisqu'il n est divisible 
par aucun des nombres premiers a,. 3, 5 moindres que lui. 

On barre les nombres de la suite de 7 -en 7, à partir de 7 
exclusivement^ et Ton supprime ainsi tous les multiples 
de 7. Le premier nombre conservé après 7 est 11, qui est 
un nombre premier. 

Par les opérations que nous venons d'indiquer, on sup- 
prime de la suite naturelle des nombres tous les multiples 
de :%, de3, de 5, de 7. Supposons qu'en poursuivant ces 
opérations, dont la marche est régulière et uniforme , on ait 
barré les termes de la suite des nombres de deux en deux , de 
trois en trois , . . . , de p en ^ 5 la suite 2,3,...^ étant 
celle des nombres premiers jusqu'à p. Celui des nombres 
non barrés qui vient après p, et que nous désignerons par 
<7, est le nombre premier immédiatement supérieur à p. 
Cela posé , je dis que tous les nombres non barrés , infé- 
rieurs au carré q^ de q^ sont des nombres premiers. En effet, 
soit N un nombre non barré inférieur à ^' 5 si ce nombre N 
n'est pas premier, il admet un diviseur N', et , en appelant 
W le quotient de N par N', on aura N = N'N"; par suite, 
N'N" <^q^ onqXq, On voit que l'un au moins des nom- 
bres N' et W est inférieur à q 5 par conséquent le nombre N 
a un diviseur moindre que'^. Ce diviseur, s'il n'est pas pre- 
mier, a lui-même un diviseur premier ^ d'où il résulte que 
le nombre N a , dans tous les cas-, un diviseur premier qui 
est inférieur à ^, et qui est, par suite, au plus égal à p. 
Or cela est impossible , car autrement N aurait été barré 
•comme multiple de ce nombre premier. 

Il suit de là que si q^ surpasse la limite L, tous les 
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nombres non premiers de i à L se trouvent barrés , et que 
ceux qui restent sont les nombres premiers. Si, au con- 
traire , 9* est inférieur à L , il faut poursuivre les opéra- 
tions en commençant par barrer les multiples de q^ à partir 
de q^ inclusivement. 

En résumé : 

Pour former la Table des nombres premiers y depuis i 
jusquà une limite L, on écrit la suite naturelle des nom- 
bres de 1 AL; ensuite on barre successiuem.ent les multi- 
ples des nombres premiers 2, 3, 5, . . . jusquau plus grand 
nombre premier p, dont le carré ne surpasse pas L , sauf' y 
bien entendu, ces nombres eux-mêmes. Quant aux nom- 
bres 2yiy 5^. . , f^ on les obtient successii^ement dans le 
cours de l ^opération y ainsi, après a\^oir barré les multiples 
de S ^ le nombre non barré qui vient après 5 est le nombre 
premier immédiatement supérieur, 

121 . Le raisonnement fait au n° 120 prouve que: 

Un nombre est premiers^ il nest divisible par aucun des 
nombres premiers dont les carrés sont moindres que ce 
nombre. 

Par conséquent, un nombre N étant donné, pour recon- 
naître s'il est premier ou non , on le divisera successive- 
ment par tous les nombres premiers dont les carrés ne le 
surpassent pas 5 si aucune division ne se fait exactement, 
on en conclura que le nombre N est premier. 

On sera averti que le carré p^ d'un nombre premier p 
surpasse N, si le quotient de N par p est inférieur à p. 
Supposons, en effet, que cela ait lieu, alors N ne contient 
pas p fois le nombre p-^ N est donc moindre que pXp 
oup*. 

Remarque, — C'est ici Toccasion de faire remarquer que 
tout nombre premier, autre que 2 ef 3, est un multiple de 6 
augmenté ou diminué d'une unité. Cela est d'abord évident 
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pour 5 , qui est égal à 6 — i . Soit donc N un nombre plus grand 
que 6 5 en le divisant par 6, on aura pour reste o , i , 2 , 3 , 4 
ou 5 . Si le reste est o , N , étant divisible par 6 , n'est pas pre- 
mier. Si le reste est l'un des nombres 2 , 4 9 ce reste et le divi- 
seur 6 étant l'un et l'autre divisibles par 2 , le dividende N 
sera lui-même divisible par 2 , et , par conséquent , ne sera 
pas premier. Pareillement , si le reste est 3 , N sera divisible 
par 3, et ne sera pas premier. Il résulte de là que si le 
nombre N est premier, le reste de sa division par 6 doit être 
I ou 5. Si le premier cas a lieu, N est un multiple de 6 
augmenté de i . Si c'est le second cas qui a lieu , N est un 
multiple de 6 augmenté de 5 , ou , ce qui revient au même , 
un multiple de 6 diminué de i . 

122. On a construit, depuis longtemps, des Tables de 
nombres premiers. Celles de Chernac et de BurckJiardt 
sont les plus répandues. Les Tables de Chernac renferment 
les nombres premiers et les diviseurs des autres nombres 
jusqu'à 1 000000. Celles de Burckhardt contiennent les 
nombres premiers de i à 3o36ooo et les plus petits divi- 
seurs des autres nombres. On voit, par l'inspection de ces 
Tables, qu'il y a 26 nombres premiers de i à 1005 qu'il 
y en a 169 de i à 1000^ i 23o de i à 10 000 j 9692 de i à 
1000005 et 78493 de I à 1000000. 

Nous plaçons ici une Table des nombres premiers de 3 
à I 229 \ il y faut joindre, pour la compléter, les nombres 
premiers i et 2. 



lOO 
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Table des nombres premiers jusquà 1 229 



3 


79 


181 


293 


421 


557 


673 


821 


953 


1091 


5 


83 


»9i 


307 


43 1 


563 


677 


823 


967 


1093 


7 


89 


193 


3ii 


433 


569 


683 


827 


971 


1097 


II 


97 


197 


3i3 


439 


571 


■691 


829 


977 


iio3 


i3 


lOI 


199 


317 


443 


577 


701 


839 


983 


1109 


17 


io3 


211 


33i 


449 


587 


709 


853 


991 


1117 


19 


107 


333 


337 


457 


593 


7*9 


857 


997 


II 23 


23 


109 


327 


347 


461 


599 


727 


859 


1009 


II29 


29 


ii3 


229 


349 


463 


601 


733 


863 


ioi3 


ii5i 


3i 


137 


333 


353 


467 


607 


739 


877 


1019 


ii53 


37 


i3i 


239 


359 


479 


6i3 


743 


881 


1021 


ii63 


41 


,37 


241 


367 


487 


617 


75i 


883 


io3i 


1171 


43 


i39 


25l 


373 


491 


619 


757 


887 


io33 


1181 


47 


149 


257 


379 


499 


63 1 


761 


907 


1039 


1187 


53 


i5i 


263 


383 


5o3 


641 


769 


911 


1049 


1193 


59 


157 


269 


389 


509 


643 


773 


919 


io5i 


1201 


61 


i63 


271 


397 


521 


647 


787 


929 


1061 


I2l3 


67 


167 


277 


401 


523 


653 


797 


937 


io63 


I2I7 


71 


173 


281 


409 


541 


659 


809 


94» 


1069 


1223 


73 


179 


283 


419 


547 


661 


811 


947 


1087 


1229 



Propriétés relatwes à la théorie des nombres premiers. 

123. Théorème I. — Tout nombre premier qui dii^ise 
un produit de plusieurs facteurs dii^ise au moins un de ces 
facteurs. 

\^. Considérons d'abord un produit de deux facteurs A 
et B , et supposons que leur produit AB soit divisible par le 
nombre premier p \ je dis que p divise A ou B. En effet , si p 
ne divise pas A, il est premier avec lui (n° H7) , et, par 
conséquent, puisqu'il divise le produit AB , il divise aussi 
le facteur B (nM12). 

2°. Considérons en second lieu un produit de plusieurs 
facteurs , A , B , C , D par exemple , et supposons que leur 
produit ABCD soit divisible par le nombre premier p 5 je 
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dis que , si p ne divise ni A , ni B, nî C , il divise D. En effet , 

le produit ABCD peut être considéré comme ayant pour 
facteurs A et BCD ^ et puisque , par hypothèse , p ne divise 
pas A , il divise l'autre facteur BCD. Or BCD est le produit 
des deux facteurs B et CD , et , comme p ne divise pas B , il 
divise CD. Enfin , p divisant CD et ne divisant pas C, divise 
D ; ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire I. — Toul nombre premier qiii dii^ise une 
puissance d^un nombre divise ce nombre. 

Supposons , par exemple , que le nombre premier p 
divise A'; je dis que p divise A. En effet , A* est égal au pro- 
duit A X A X A : ce produit étant divisible par p , l'un de 
ses facteurs l'est aussi 5 donc A est divisible par p. 

Corollaire II. — Si deux nombres sont premiers entre 
eux y leurs puissances sont aussi premières entrée elles. 

Par exemple, les nombres 8 et i5 étant premiers entre 
eux, je dis que 8* et i5^ sont aussi premiers entre eux. En 
effet, si 8* et i5' ne sont pas premiers entre eux, ils ont un 
diviseur premier p commun (n° H8, corollaire). D'ail- 
leurs p divisant 8*, divise 8 (corollaire I) -, de même, divi- 
sant i5', il divise i5^ il s'ensuivrait donc, contrairement 
â l'hypothèse, que les nombres 8 et i5 ne seraient pgis pre- 
miers entre eux. 

124. Théorème II. — Tout nombre premier ai^ec les 
facteurs d'un produit est premier avec le produit^ et réci- 
proquement^ tout nombre premier avec un produit est pro^ 
mier avec les facteurs de ce produit, 

i^. Soit un nombre N premier avec chacun des facteurs 
du produit ABCD 5 je dis que N est premier avec ce pro- 
duit. Supposons, en effet, que le contraire ait lieu; N et 
ABCD auront un diviseur premier commun p\ d'ailleurs, 
p divisant le produit ABCD, divisera au moins l'un de ses 
facteurs, A par exemple 5 il s'ensuivrait donc que N et A 
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auraient le diviseur commun p, ce qui est contre Fhypo- 
thèse. ' 

2^. Soit un nombre N premier avec le produit ABGD; 
je dis que N est premier avec chacun des facteurs de ce 
produit. En effet , supposons que N et le facteur A ne soient 
pas premiers entre eux , ils auront un diviseur commun p ^ 
d'ailleurs, p divisant A , divisera aussi son multiple ABGD : 
il s'ensuivrait donc que N et ABCD auraient le diviseur 
commun p , ce qui est contre l'hypothèse. 

125. Théorème III. — Tout nombre dwisible par plu-- 
sieurs nombres premiers entre eux, deux à deux y est divi- 
sible par leur produit. 

Supposons , par exemple , que le nombre N soit divisible 
séparément par chacun des nombres A, B, C premiers 
entre eux , deux à deux ; je dis que N est divisible par le 
produit ABC. En effet , soit Q le quotient de N par A , on a 

N = AQ. 

Ce produit AQ est , par hypothèse , divisible par B 5 d'ail- 
leurs B est premier avec A-, donc il divise Q. Soit Q' le 
quotient de Q par B , on a Q = BQ', et, par conséquent, 

N = ABQ'. 

Ce produit x\BQ' est celui des deux facteurs AB et Q'5 
il est, par hypothèse , divisible par C : d'ailleurs , C étant 
premier avec A et avec B , l'est aussi avec leur produit AB 
(n« 124) ; donc il divise Q'. Soit Q'' le quotient de Q' 
par C , on a Q' = CQ'', et , par conséquent , 

N = ABCQ" ; 

d'où il suit que N est divisible par le produit ABC. 

Remarque, — De ce théorème et des résultats obtenus 
aux n°* 91 et suivants , on peut conclure les conditions de 
divisibilité des nombres par 2X3, 5x3, 2X9,5X9> 



LES PROPRIÉTÉS- ÉLÉMENTAIRES DES NOMBRES. Io3 

aXii, 5xii59Xiij2X3xii, etc. Par exemple , 
45 étant le produit des nombres 5 et 9 qui sont premiers 
entre eux , pour qu'un nombre soit divisible par 45, il faut 
et il suffit qu'il soit divisible par 9 et par 5. La condition 
de divisibilité d'un nombre par 45 est donc que la somme 
de ses chiffres soit divisible par 9, et que le chiffre des 
unités soit o ou 5. 

Décomposition d'un nombre en facteurs premiers. 

126. Théorème I. — Tout nombre qui n'est pas pre- 
mier est un produit de nombres premiers. 

En effet, soit N un nombre non premier. Nous avons vu 
(n° 118) que ce nombre a un diviseur premier a. Soit N' le 
quotient de N par a, on a 

Si N' est premier, le théorème est démontré. Dans le 
cas contraire, N' a un diviseur premier i, et, en appe- 
lant N" le quotient de N' par i, on a N' = èN''-, par con- 
séquent 5 

Si N" est premier, le théorème est démontré. Dans le 
cas contraire, N'' a un diviseur premier c, et, en appe- 
lant N"' le quotient de N" par c , on a N" = cW'\ par con- 
séquent , 

Si N'" est premier, le ihéorèm^e est démontré. Si N"' 
n'est pas premier , on continuera à suivre la même marche 
que précédemment, jusqu'à ce qu'on ait trouvé un nombre 
premier dans la suite des quotients N', N'', N''', etc. A ce 
moment le théorème se trouvera établi. On ne peut man- 
quer de trouver un nombre premier dans la suite JN', N''^ 
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N'^^, etc. ] car, les quotients qui la composent allant en 
décroissant, leur nombre est nécessairement limité. 

127. D'après le théorème précédent, tout nombre non 
premier N peut être mis sous la forme 

N = abc ... /7, 

a^b^ c^ . , ,h^l étant des nombres premiers égaux ou in- 
égaux. On dit alors que le nombre N est décomposé en 
facteurs premiers. Décomposer un nombre en facteurs pre- 
miers , c'est donc trouver les facteurs premiers dont il est 
le produit. 

Quand un nombre se trouve décomposé en facteurs pre- 
miers, on n'écrit qu'une seule fois chacun des facteurs 
égaux, en lui donnant un exposant égal au nombre de fois 
qu'il se trouvé répété (n^ 79). Par exemple, si un nombre 
N est le produit de trois facteurs égaux à 7, de deux fac- 
teurs égaux à 1 1 et du facteur i3, on écrira 

N=: 7^X ii*X i3. 

On dit alors que le nombre N co^itient les facteurs pre^^ 
miers 7, 11, i3, a\>ec des exposants respectwement égaux 
à 3, 2, I . 

T28. Théorème II . — Un nombre n'est décom^posable 
que d'une seule manière en facteurs premiers. 

Pour établir ce théorème , nous allons démontrer que si 
deux produits de facteurs premiers représentent la valeur 
d'un même nombre, ces produits sont composés des mêmes 
facteurs. 

1°. Si deux produits de facteurs premiers sont égaux j 
tout facteur premier qui se trousse dans Vun se trouvée aussi 
dans Vautre. 

Supposons que 3 soit un facteur du premier produit. 3 di- 
visant le premier produit, divise aussi le second qui, par 
hypothèse, est égal au premier 5 donc il divise au moins 
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l'un des facteurs de ce second produit (n^ 123) , et, comme 
ces facteurs sont tous des nombres premiers , l'un d'eux ne 
peut être divisible par 3, à moins d'être lui-même égal à 3. 

2*^. Si deux produits de facteurs premiers sont égaux j 
tout facteur premier qui se trouve répété plusieurs fois 
dans le premier produit^ se trouvée aussi répété le m,ême 
nombre de fois dans le second. 

Supposons, par exemple, que le second produit con- 
tienne quatre facteurs égaux à 3, et que le premier en con- 
tienne davantage. En supprimant quatre fois le facteur 3 
dans nos deux produits égaux, les nouveaux produits que 
nous obtiendrons seront égaux. Or cela est impossible, 
car le premier produit contient le facteur 3 qui ne se trouve 
pas dans le second. On ne peut donc supposer que le fac- 
teur 3 se trouve dans Fun des produits plus de fois que dans 
l'autre. 

On conclut de ce qui précède que , si deux produits de 
facteurs premiers sont égaux, chaque facteur premier, qui 
se trouve dans l'un des produits une , deux , trois , etc. , fois, 
se trouve aussi dans l'autre une, deux, trois, etc., fois; 
par conséquent, ces produits sont identiques: en d'autres 
termes, un nombre n'est décomposable que d'une seule 
manière en facteurs premiers. 

129. Ayant ainsi démontré qu'un nombre est décompo- 
sable en facteurs premiers , et qu'il l'est d'une seule ma- 
nière, nous allons indiquer un procédé pour eflectuer cette 
décomposition. 

Soit, par exemple, 16776. Ce nombre est divisible par 2 
(n^91); en effectuant la division, on trouve pour quo- 
tient 8388 ; on a donc 

16776=2x8388, 

et on est ramené à décomposer 8388 en facteurs premiers. 
Ce nombre est aussi divisible par 2; en effectuant la divi- 
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sion, on trouve pour quotient 4^94] on at donc 

8388 = 2x4194. 
Par conséquent , 

16776 = 2 X 2x4i94 = 2'x4ï94; 

et l'on est ramené à décomposer 4194 ^i^ facteurs premiers. 
Ce nombre est aussi divisible par 2 -, en effectuant la divi- 
sion, on trouve pour quotient 2097; on a donc 

4194 = 2X2097. 
Par suite , 

16776 = 2' X 2 X 2097 = 2^ X 2097 ; 

et l'on est ramené à décomposer 2097 en facteurs premiers. 
Ce nombre n'est pas divisible par 2, mais il est divisible 
par 3 (n** 95). En effectuant la division, on trouve pour 
quotient 699; on a donc 

2097 = 3x699; 
par conséquent, 

16776 = 2' X 3 X 699. 

Le nombre 699 est aussi divisible par 3 \ en effectuant la 
division , on trouve pour quotient 233 , on a donc 

699= 3 X 233, 
et . 

16776 = 2' X 3 X 3 X 233 = 2^ X 3' X 233. 

On est ainsi ramené à décomposer 233 en facteurs pre- 
miers; mais, en consultant la Table des nombres premiers 
(page 100), on voit que 233 est premier; par conséquent 
l'opération est terminée. 

Remarque. — Il suffirait, pour affirmer que 233 est pre- 
mier, d'avoir une Table de nombres premiers jusqu'au plus 
petit de ceux dont les carrés surpassent 233. Alors , comme 
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nous l'avons VU (n° 121), il suflSrait d'essayer la division 
de 233 par chacun de ces nombres premiers. Aucune de 
ces divisions ne se faisant exactement, on en conclurait 
que 233 est un nombre premier. 

On dispose habituellement Topération de la manière 
suivante : 



16776 
8388 

4^94 
2097 

699 
233 

1 



2 
2 
2 
3 
3 
233 



130. On peut, d'après ce qui précède, énoncer la règle 
suivante : 

Pour décomposer un nombre N en facteurs premiers ^ 
on essaye successivement la div^ision de ce nombre par 
chacun des nombres premiers 2, 3, 5, . . . , dont les carrés 
ne le surpassent pas, jusqu^à ce quon en trouvée un qui 
donne un reste nul. S il n'en existe aucun dans ce cas-là, 
on conclut que N est premier^ si, au contraire, l'un de ces 
dix^iseurs, p par exemple, donne un reste nul, on divise le 
quotient trouvé par -p, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
obtienne un quotient non divisible par p. N est alors égal 
à une puissance de p, dont l'exposant est le nombre de 
fois que p a été employé comme diviseur, multipliée par le 
dernier quotient obtenu^ et la question se trouve ramenée 
à la décomposition de ce dernier quotient en facteurs pre- 
miers. On lui applique donc le même procédé en n es- 
sayant, toutefois, que les diviseurs premiers supérieurs à p. 

Remarque, — Si le nombre qu'il s'agît de décomposer 
en facteurs premiers est le produit de deux ou de plusieurs 
nombres connus, on simplifie l'opération en décomposant 
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séparément chacun de ces nombres , et formant ensuite un 
produit unique composé de tous leurs facteurs. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de décomposer 
aSaoo en facteurs premiers. aSaoo est le produit des deux 
nombres 25 2 et 100. En décomposant ces nombres en fac- 
teurs premiers, on trouve 

252 = 2' X 3' X 7 , 
100 = 2'X 5'; 

par conséquent , on a 

25200 = 22X 3'X 7 X 2^x5% 
ou 

25200 = 2* X 3^X5^X7. 

131 . Théorème III. — Si un nombre est une puissance 
d'un autre nombre ^ les exposants de ses facteurs premiers 
sont divisibles par le degré de la puissance. 

En effet, supposons qu'un nombre N soit la quatrième 
puissance d'un autre nombre, de 2'x 3*X 233 par exemple ; 
on aura 

N = (2^X3'X233)S 
ou(n«82) 

N = 23X* X 3^>« X 233* ; 

ce qu'il fallait démontrer. 

Réciproquement, si les exposants des facteurs premiers 
d'un nombre ont un même diviseur y le nombre est une 
puissance dont le degré est égal à ce diviseur. 

Soit , en effet , le nombre 

N = 23X* X S'X" X 233% 

dont les facteurs premiers ont des exposants divisibles par 4- 
On peut écrire 

N=:(23X 3'X 233)S 

et , par conséquent , N est la quatrième puissance de 
2^X3'X233. 
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Corollaire. — «Si* un nombre N est div^isible par un nom- 
bre premier^ et quil ne soit pas diy^isible par le carré de 
ce nombre premier, le nombre N ne saurait être ni un 
carré ^ ni un cube, ni une puissance quelconque. 

Pareillement y si un nombre N est divisible par le carré 
d'un nombre premier, et quil ne soit pas dii^isiblc par le 
cube de ce nombre premier, le nombre N ne saurait être 
ni un cube, ni une puissance du degré supérieur au troi- 
sième. 

Recherche des di\^iseurs d'un nombre, 

132. Théorème. — Pour que deux nombres soient di^i- 
sibles Vun par Vautre, il faut et il suffit que chacun des 
facteurs premiers du div^iseur se trousse dans le dii^idende 

a^ec un exposant au moins égal à celui qu'il a dans le 
di\^iseur. 

En premier lieu, je dis que cette condition est néces- 
saire. Car, si le dividende est divisible par le diviseur, il 
est égal au produit du diviseur par le quotient 5 par consé- 
quent , il se compose de tous les facteurs premiers du divi- 
seur, et, en outre, de ceux du quotient. 

Je dis. en second lieu, que cette condition est suffisante. 
Car, si elle est remplie , on pourra décomposer le dividende 
en deux facteurs , dont l'un sera le produit des facteurs pre- 
miers qui composent le diviseur, et dont l'autre sera le pro- 
duit des facteurs premiers restants. 

133. Proposons-nous maintenant de former tous les 
diviseurs d'un nombre, de 16776 par exemple. 

Chacun des diviseurs de 16776 étant le produit de quel- 
ques-uns des facteurs premiers de ce nombre, il faut com- 
mencer par effectuer sa décomposition. Nous avons trouvé 
(n« 129) 

i67n6 = s^x 3»X 233. 
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Cela posé, il est évident que tout diviseur de 16776, y 
compris l'unité et 16776 lui-même, peut être considéré 
comme le produit de trois facteurs qui sont : le premier, 
l'un des nombres i, 2, 2*, 2'*, le deuxième, l'un des nom- 
bres I, 3, 3*5 le troisième, enfin, l'un des nombres i, 233. 
Par conséquent , on aura tous les diviseurs de 16776 en for- 
mant le tableau suivant : 

I, 2, 2, 2, 
I, 3, 3% 
I, 233, 

et en prenant tous les produits que l'on obtient en multi- 
pliant chaque nombre de la première ligne par chaque 
nombre de la deuxième, puis chacun des résultats par 
chaque nombre de la troisième ligne. 

En multipliant d'abord les nombres de la première ligne 
par ceux de la deuxième, on forme le tableau suivant : 

1,2, 2 , 2 , 

3, 2X3, 2^x3, 2^X3, 

3% 2X3», 2^x3% 23X3% 

puis , en multipliant les nombres qui composent ce tableau 
par ceux de la troisième ligne du premier tableau, on forme 
le nouveau tableau, 

1,2, 2, 2,- 

3, 2X3, 22X 3, 2«x3, 
3% 2 X 3^, 2» X 3% 2' X 3% 

233, 2X233, 2'X233, 2^X233, 

3 X233, 2X3 X233, 2^x3 X233, 2^x3 X233, 

3^X233, 2 X 3^X233, 2^x3^X233, 2^x3'X233, 

qui renferme tous les diviseurs de 16776. En effectuant les 
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multiplications indiquées , on trouve 

I, 2, 4, 8, 
3 , 6 , 12, 24 , 

9, 18, 36, 72, 

233, ^66, 932, 1864, 
699, 1398, 2796, 5592, 
2097, 4*945 8388, 16776. 

134. De ce qui précède, on peut conclure la règle sui- 
vante : 

Pour ai'oir tous les dwiseurs d'un nombre ^ on le dé- 
compose en facteurs premiers^ on fait ensuite un tableau 
composé d'autant de lignes horizontales distinctes que le 
nombre en question renferme de facteurs premiers diffé- 
rents. Chacune de ces lignes doit être formée de l'unité 
sui^^ie de toutes les puissances de l'un des facteurs premières 
du nombre donné, depuis la première jusqu'à celle qui 
entre dans la composition de ce nombre. 

On multiplie ensuite les nombres de la première ligne 
par ceux de la deuxième, puis les résultats par les nom- 
bres de la troisième ligne j et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on 
ait employé toutes les lignes horizontales du tableau. Les 
derniers produits obtenus sont les diviseurs du nombre 
donné. ^ 

Nombre des dii^iseurs d'un nombre. 

135. Théorème. — Le nombre des disnseurs d'un nom- 
bre N est égal au produit que Von obtient en multipliant 
les exposants des facteurs premiers de N augmentés chacun 
d'une unité. 

En effet, considérons par exemple le nombre 

16776=2^X3^X233. 
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Pour avoir les diviseurs de ce nombre , on forme , comme 
on Ta vu, le tableau suivant ; 

I, 2, 2, 2", 

I, 3, 3% 
1 , 233, 

et Ton multiplie chaque nombre de la première ligne par 
chaque nombre de la deuxième, puis chaque résultat par 
chaque nombre de la troisième. Les produits ainsi obtenus 
sont les diviseurs cherchés. 

Les exposants des facteurs premiers de 16776 étant 3, 2, i, 
la première ligne renferme 3 + 1 nombres , la deuxième 
2 -H I , et la troisième i -h i . D'après cela , quand on mul- 
tiplie les nombres de la première ligne par ceux de la 
deuxième , chacun de ceux-ci fournit 3 -h i produits, ce qui 
donne en tout (3 4- i) X (2 +1 ) produits. En multipliant 
ensuite ces produits par chacun des nombres de la troisième 
ligne, on aura évidemment (3 -h i) X (2 +1) X (i + 1) 
nouveaux produits. 

Le nombre des diviseurs de 16776 est donc 

(3h-i)x{2-m)x(i + i); 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque L — Parmi les diviseurs d'un nombre se 
trouvent compris l'unité et le nombre lui-même, ainsi que 
nous en avons déjà fait la remarque. 

Remarque IL — Si les exposants des facteurs premiers 
d'un nombre sont tous pairs , il est évident que ce nombre 
a un nombre impair de diviseurs. Mais, si parmi les fac- 
teurs premiers d'un nombre il y en a un dont l'exposant 
soit impair, ce nombre a un nombre pair de diviseurs. U 
résulte de là et du théorème démontré n° 131, que le 
nombre des diviseurs d'un nombre est pair ou impair sui- 
vant que ce nombre est ou nest pas un carre. 
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Composition du plus grand commun dis^iseur et du plus 
petit commun multiple de deux ou de plusieurs nombres. 

136. Théorème I. — Si deux ou plusieurs nombres sont 
décomposés en facteurs premiers, on obtient immédiate- 
ment leur plus grand commun dii^iseur en faisant le pro^ 
duit des facteurs premiers communs à ces nombres pris 
chacun avec son plus petit exposant. 

En effet, considérons deux ou plusieurs nombres, et 
supposons, pour fixer les idées, que ces nombres n'aient 
que les seuls facteurs premiers 3,5,7 communs. Supposons, 
en outre , que le facteur 3 se trouve dans l'un des nombres 
avec l'exposant a, et dans les autres nombres avec des expo- 
sants égaux ou supérieurs à a 5 que le facteur 5 se trouve 
dans l'un des nombres avec l'exposant 4 9 et dans les autres 
nombres avec des exposants égaux ou supérieurs à 4 ; enfin 
que le facteur 7 se trouve dans l'un des nombres avec l'ex- 
posant I, et dans les autres avec des exposants égaux ou 
supérieurs à i . 

Cela posé , un diviseur conmiun des nombres proposés 
ne peut contenir d'autres facteurs premiers que 3, 5, 7, et 
il ne .peut contenir ceux-là qu avec des exposants au plus 
égaux à 2, 4) 1 respectivement*, il est donc au plus égal à 
3'x5*X7. D'ailleurs 3*x5*X7 divise effectivement 
chacun des nombres proposés (n° 132), il est donc leur 
plus grand commun diviseur. 

1 37 . Théorème II . — Si deux ou plusieurs nombres sont 
décomposés en facteurs premiers, on obtient immédiate- 
ment leur plus petit commun multiple en faisant le pro- 
duit de tous les facteurs premiers contenus dans l'un de 
ces nombres ou dans plusieurs d'entre eux, chacun de ces 
facteurs étant pris avec son plus grand exposant, 

3 
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En effet, considérons deux ou plusieurs nombres, et 
supposons, pour fixer les idées, que tous les facteurs pre- 
miers contenus dans Tun de ces nombres ou dans plusieurs 
d'entre eux soient 3, 5, 7. Supposons, en outre, que le 
facteur 3 se trouve dans Tun des nombres avec l'exposant 2, 
et avec des exposants égaux ou inférieurs à 1 dans ceux des 
autres nombres qui le contiennent 5 que le facteur 5 se 
trouve dans Fun des nombres avec l'exposant 4 , et avec des 
exposants égaux ou inférieurs à 4 dans ceux des autres 
nombres qui le contiennent 5 enfin, que le facteur 7 se 
trouve avec l'exposant i seulement dans tous ceux des 
nombres qui le contiennent. 

Cela posé, un commun multiple des nombres proposés 
doit nécessairement contenir les facteurs premiers 3, 5, 7, 
avec des exposants au moins égaux à 2, 4? i respective- 
ment^ il est donc au moins égal à 3* X 5* X 7. D'ailleurs 
3' X 5* X 7 est effectivement divisible par chacun des 
nombres proposés (n° 132), il est donc leur plus petit 
eommun multiple. 

Remarque, — Des deux théorèmes précédents on déduit 
aisément que le plus petit commun multiple de deux nom.- 
bres est égal au produit de ces nombres dii^isé par leur 
plus grand com,mun dii^iseur, théorème que nous .avons 
établi par d'autres considérations au n° H 4. 

Questions proposées. 

1 . Démontrer que le carré d'un nombre premier , autre 
que 2 et 3 , est égal à un multiple de 24 augmenté d'une 
unité. 

2. Les nombres premiers, autres que 2 et 3 , étant tous 
des multiples de 6 augmentés de i ou diminués de i , démon- 
trer qu'il y en a une infinité de la deuxième espèce. 
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On fera voir qu'étant donné un nombre premier p égal à 
un multiple de 6 diminué de i , si l'on désigne par P le pro- 
duit de tous les nombres premiers i .2.3. . . jusqu'à p, la 
différence P — i a toujours un diviseur premier supérieur 
à p, et qui est un multiple de 6 diminué de i . 

3 . Les nombres premiers autres que 2 , étant des mul- 
tiples de 4 augmentés de i ou diminués de i , démontrer qu il 
y en a une infinité de la deuxième espèce. 

4. Démontrer que le produit de trois nombres consé- 
cutifs est divisible par 6. 

5. Démontrer que, si n désigne un nombre quelconque , 
le produit n [n -\- 1) (an-H-i) est divisible par 6. 

6. Démontrer que, si a et A désignent deux nombres pre- 
miers entre eux , a + b et a' -f- i' — ab ne peuvent avoir 
d'autre commun diviseur que 3. 

7. Démontrer que, si les diviseurs d'un nombre N sont 
écrits les uns à la suite des autres , dans l'ordre de leur 
grandeur, le produit de deux diviseurs à égales distances 
des extrêmes est égal à N. 

8. Trouver le plus petit des nombres qui ont 180 divi- 
seurs. 

9. De combien de manières différentes peut-on décom- 
poser un nombre N en deux facteurs premiers entre eux? 
Démontrer que ce nombre de manières est égal à 2" — i , 
n étant le nombre des facteurs premiers distincts de N. 

10. Soient a^b ^ a' b'^ quatre nombres \ p un cinquième 
nombre premier avec chacun des quatre premiers. On 
demande de prouver que, si les différences ab — a' b' et 
a — a' sont divisibles par p , la différence b — b' est aussi 
divisible par p, 

1 1 . Soient A, B, C trois nombres 5 D le plus grand com- 
mun diviseur de A et B ^ D' celui de A et C 5 D^' celui de B 

8. 
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et C ; enfin D'* le plus grand commun diviseur des trois 
nombres A, B, C. Démontrer que le plus petit commun 
multiple des nombres A, B, C est égal au quotient 

ABCiy'' : DD'iy^ 

1 2 . Soient A , B , C , D , qiiatre nombres ; P leur produit; 
P' le produit des six plus grands communs diviseurs de ces 
nombres pris deux à deux; P" le produit des quatre plus 
grands communs diviseurs de ces nombres pris trois à trois; 
enfin P''' le plus grand commun diviseur des nombres A , B, 
C, D. Démontrer que le plus petit commun multiple des^ 
quatre nombres A , B , C , D est égal au quotient PP^'lP' P"'. 
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CHAPITRE PREMIER. 
PROPRIÉTÉS DES FRACTIONS. 

Notions préliminaires. — Des fractions. — Propriétés fondamentales des 
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plus simple expression. — Réduction des fractions 'au même dénomina- 
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Changement qu'éprouYe une fraction quand on ajoute un môme nombre 
à ses deux termes. 



Notio ns prélùnin aires . 

138. On nomme grandeur tout ce qui est susceptible 
d'augmentation et de diminution. Par exemple, les /ow- 
gueursy les surfaces ^ les volumes, la masse des corps , la 
vitesse d'un corps en mouvement , la durée de ce mouve* 
ment et Isl force qui le produit sont des grandeurs. 

Si une grandeur contient exactement une seconde gran- 
deur de même espèce i, 2, 3, etc., fois, on dit que la pre- 
mière grandeur est un multiple de la deuxième. Récipro- 
quement, la seconde grandeur est un sous -multiple ou une 
partie aliquote de la première. 

On nomme unité une grandeur arbitraire, mais bien 
connue , et qui sert à mesurer les grandeurs de même espèce 
qu'elle. 

Mesurer une grandeur, c'est chercher combien cette 
grandeur renferme d'unités et de parties aliquotes de l'unité. 
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Nous ne considérerons pour le moment que les deux cas les 
plus simples de la mesure des grandeurs , savoir : le cas où 
la grandeur qu'on veut mesurer est un multiple de l'unîté, 
et celui où elle est un multiple d'une certaine partie ali- 
quote de l'unité. 

1°. La grandeur que Von veut mesurer est un multiple 
de r unité. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'une 
longueur contenant exactement 4 fois l'unité adoptée. Alors 
le nombre 4 exprimera la mesure de la longueur^ en d'au- 
tres termes , la longueur sera représen tée par le nombre 4 • 

n?. La grandeur que Von veut mesurer est un multiple 
d'une certaine partie aliquote de Vunité, Considérons , 
comme précédemment, une longueur, et supposons, par 
exemple, que l'unité étant partagée en 7 parties égales, 
la longueur contienne exactement 5 de ces parties. Alors 
on dit que la longueur contient une fraction de l'unité 
égale à 5 septièmes y ou qu'elle est mesurée par la fraction 
5 septièmes. Soit encore un intervalle de temps, et suppo- 
sons que, l'unité de temps étant partagée en 12 parties 
égales, l'intervalle considéré contienne 35 de ces parties. 
Alors l'intervalle de temps sera mesuré par la fraction 
35 douzièmes, 

139. Dans tous les cas, le résultat de la mesure d'une 
grandeur est appelé un nombre. 

Quand une grandeur est un multiple de l'unité , le nom- 
bre qui la mesure est dit un nombre entier ou un entier. 
Ce sont les nombres entiers que nous avons étudiés jus- 
qu'ici exclusivement, en les considérant comme exprimant 
des collections d'objets semblables, mais distincts. 

Quand une grandeur est multiple d'une certaine partie 
aliquote de l'unité , le nombre qui la mesure est dit un 
nombre fractionnaire ou une fraction. 

Lorsque les grandeurs sont ainsi évaluées en nombres , 
elles portent le nom de quantités. 
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Les mathématiques y dont Farithmétique constitue la pre- 
mière partie, sont la science des grandeurs. 

Des fractions, 

140. D'après ce qui précède, on forme une fraction en 
partageant l'unité en un nombre quelconque de parties 
égales, et en prenant une ou plusieurs de ces parties. Le 
nombre des parties égales dans lesquelles l'unité est ainsi 
partagée est le dénominateur de la fraction , et le nombre 
qui exprime combien on a pris de ces parties est le numé- 
rateur de la. fraction. Le numérateur et le dénominateur 
sont aussi appelés les termes de la fraction. 

Il est évident qu'une fraction est plus petite ou plus 
grande que l'unité, suivant que son numérateur est plus 
petit ou plus grand que son dénominateur. 

Pour écrire une fraction, on écrit le dénominateur au- 
dessous du numérateur, en les séparant par un trait hori- 

5 

zontal. Ainsi - représente la fraction qui a 5 pour numé- 
rateur et 7 pour dénominateur. 

Pour énoncer une fraction , on énonce d'abord le numé- 
rateur, puis le dénominateur en faisant suivre ce dernier 

de la terminaison ième. Ainsi - s'énonce en disant cinq 

septièmes^ H y a pourtant une exception à faire à l'égard 
des fractions qui ont pour dénominateur 2, 3 ou 4- Lorsque 
l'unité se trouve partagée en 2, 3, 4 parties égales, ces 
parties sont appelées demies, tiers, quarts^ ainsi les frac- 

tions -> ô' 7 s'énoncent en disant un demi, deux tiers, 
a 3 4 

cinq quarts. 

141 . Tout nombre entier peut être considéré comme une 
fraction ayant pour dénominateur un nombre pris à volonté. 
En effet, soit, par exemple, le nombre 4] comme l'unité 
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est égale à 7 septièmes, 4«st égal à 4 X 7 septièmes, c'est- 

, ,. ,4X7 28 ^ 

a-dire a '- ou — Un voit que : 

11 ^ ^ 

Pour réduire un entier en une fraction dont le déno- 
minateur soit un nombre donné y il suffit de multiplier 
l'entier par ce nombre, et de donner ce niême nombre 
pour dénominateur au résultat . 

142. Toute fraction plus grande que V unité est égale 
au quotient de la dis^ision du numérateur par le dénomi- 
nateur y augmentée d' une fraction plus petite que l'unité 
qui a pour numérateur le reste de cette dii^ision, et pour 
dénominateur celui de la fraction donnée, 

33 . . 

Soit, par exemple, la fraction — • En divisant le numé- 
rateur par le dénominateur, on trouve pour quotient 4? et 

33 
pour reste 5 ; ainsi ona33 = 4X7"+-5. Par suite, — se 

compose de 4 X 7 septièmes , et , en outre , de 5 septièmes \ 
en d'autres termes , on a 

33 ^ 4 X 7 ^ 5 

777' 

Mais nous avons vu plus haut que est égal à 4 5 donc 

33 , 5 

— = 4 H — 

7 7 

Quand on décompose ainsi une fraction plus grande que 
Tunité en une partie entière et en une fraction plus petite 
que l'unité, on dit qu'on extrait l'entier contenu dans la 
fraction. 

Remarque, — On voit, par ce qui précède, que si le 
numérateur d'une fraction est divisible par son dénomi- 
nateur, le quotient de cette division est égal à la fraction 
elle-même. 
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143. Réciproquement, on peut toujours mettre sous la 
forme d'une simple fraction le résultat que l'on obtient en 

5 

ajoutant une fraction à un entier. Soit, par exemple, 4 H — • 

En réduisant l'entier 4 en une fraction de dénominateur 
égal à 7, on a 

7 7 7 

5 
par suite , 4 H — se compose de 4 X 7 septièmes , et , en 

outre, de 5 septièmes, c'est-à-dire de 4}X 7 4-5 septièmes. 
On a donc 

5_ 4X7-f-5 _33 

7"" 7 "" 7 ' 

Ainsi , pour mettre sous forme de fraction un entier 
joint à une fraction donnée^ il faut multiplier l'entier par 
le dénominateur de la fraction donnée, ajouter le nu^ 
mérateur à ce produit^ et donner pour dénominateur au 
résultat celui de la fraction donnée. 

Propriétés fondamentales des fractions. 

144. Théorème I. — Si deux fractions ont même déno- 
minateur y la plus grande des deux est celle qui a le plus 
grand numérateur. Et si deux fractions ont même numé- 
rateur, la plus grande des deux est celle qui a le plus 
petit dénominateur. 

1^. Soient les deux fractions 

8 9 

— et -^» 
i3 i3 

Pour former ces fractions, on partage l'unité en i3 par- 
ties égales 5 or la première fraction contient 8 de ces parties, 
et la seconde en renferme 9, donc la première fraction est 
moindre que la seconde. 
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2^. Soient les fractions 

i3 i3 

^ 9 

Chacune de ces fractions renferme i3 parties aliquotes 
de l'unité, mais les parties de la première sont des hui- 
tièmes, et celles de la seconde sont plus petites , puisque ce 
sont des neuvièmes; donc la première fraction est plus 
grande que la seconde. 

1 45. Théorème II. — Si l 'on rend le numérateur d 'une 
fraction un certain nombre de fois plus grand ou plus 
petit y la fraction est rendue le même nombre de fois plus 
grande ou plus petite. 

5 
1°. Soit la fraction -; en multipliant son numérateur 

5 X 10 
par lo, nous formons la fraction ? et je dis que 

cette seconde fraction est lo fois plus grande que la pre- 
mière. ^ 

En effet , pour former chacune de ces fractions , on par- 
tage l'unité en 7 parties égales. La première d'entre elles 
contient 5 de ces parties, la seconde en contient 5 X 10, 
ou 10 fois plus*, donc la seconde fraction est 10 fois plus 
grande que la première. 

5o 5 ^^ 10 
2°. Soit la fraction — ou ; en divisant son nu- 

7 7 

. 5 . . 
raérateur par 10, nous formons la fraction -? et je dis que 

cette seconde fraction est 10 fois plus petite que la pre- 
mière. 

5 yc 10 
En effet, le numérateur de étant 10 fois plus 

7 

5 . 5 X 10 
grand que le numérateur de -t la fraction est, 
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5 
d'après ce qui précède, lo fois, plus grande que -; en 

d'autres termes, - est lo fois plus petite que 

146. Théorème III. — Si Von rend le dénormhateiir 
d^une fraction un certain nombre de fois plus grand ou 
plus petit y la fraction est rendue le même nombre de fois 

plus petite ou plus grande. 

S 
i^. Soit la fraction -5 en multipliant son dénomina- 

5 

teur par 10, nous formons la fraction 5 et je dis 

^ ' 7 X 10 •» 

que cette seconde fraction est 10 fois plus petite que la 

première. 

En effet, pour former la première fraction, on partage 

l'unité en 7 parties égales , et Ton en prend 5 ; pour former 

la seconde , on partage l'unité en 7X10 parties égales , 

et l'on en prend aussi 5. Or, dans ce second cas, le nombre 

des parties de l'unité étant 10 fois plus grand que dans le 

premier, ces parties sont 10 fois plus petites dans ce second 

cas que dans le premier; donc la seconde fraction est 

10 fois plus petite que la première. 

5 5 

2^. Soit la fraction — ou ; en divisant son dé- 

70 7 X 10 

nominateur par 10, nous formons la fraction -j et je dis 

que cette seconde fraction est 10 fois plus grande que la 

première. 

5 

En effet, le dénominateur de étant 10 fois plus 

' 7X 10 ^ 

5 5 
grand que celui de -» la fraction est, d'après ce 

.5 
qui précède, 10 fois plus petite que -; en d'autres termes, 

5 . 5 
- est I o fois plus grand que 
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147. Théorème IV. — Une fraction ne change pas de 
valeur lorsquon multiplie ou lorsquon divise ses deujc 

termes par un même nombre. 

5 
I**. Soit la fraction -; en multipliant ses deux termes 

5 ^^ I o 
par lo, nous formons la nouvelle fraction — — - — -9 et je 

dis que 

5_ 5x lo 
7 "~ 7 X lo 

5 

En effet, si Ton multiplie seulement le numérateur de — 

par lo, on forme la fraction qui est lo fois plus 

grande que -• En multipliant ensuite le dénominateur de 

celle-ci par lo, on forme la fraction qui est lo fois 

^ ^ 7X10^ 

1 • 5x 10 T j r - 5 ^ 5Xio 
plus petite que Les deux tractions - et ^^ 

5 X 10 
étant ainsi chacune 10 fois plus petites que • > sont 

égales entre elles. 

a^. Soit la fraction — ou ; en divisant les deux 

70 7X10' 

termes par 10, on forme la nouvelle fraction —9 et je dis 

que 

5x io _5 

7 X 10"" 7 

5 "^^ 10 

En effet, on obtient la fraction en multipliant 

' 7 X 10 ^ 

par 10 les deux termes de -? donc cette fraction est égale 
à -9 d'après ce qui précède. 
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Des fractions irréductibles. Réduction d^ une fraction 

à sa plus simple expression, 

14S. Une fraction est dite irréductible lorsqu'elle n'est 
égale à aucune fraction dont les deux termes soient respec- 
tivement moindres que les siens. 

Réduire une fraction à sa plus simple expression^ c'est 
trouver la fraction irréductible qui lui est égale. 

Théorème I. — Les deux termes d^ une fraction irré- 
ductible sont premiers entre eux. 

En effet, si les deux termes d'une fraction ne sont pas 
premiers entre eux, en les divisant l'un et l'autre par leur 
plus grand commun diviseur, on n'altère pas la valeur de 
la fraction (n^ 1^7) 5 et celle-ci se trouve ainsi réduite à 
une expression plus simple. 

149. Théorème II. — Si une fraction dont les deux 
termes sont premiers entre eux est égale à une autre frac- 
tion, les deux termes de celle-ci sont des équimultiples des 
deux termes de la première. 

Soit la fraction ^ dont les deux termes sont premiers 

entre eux , et supposons que cette fraction soit égale à une 
autre fraction dont je représenterai le numérateur par a, et 
le dénominateur par b ; on aura 

Multiplions les deux termes de la première fraction par 8, 
et les deux termes de la seconde par b 5 les valeurs de ces 
fractions ne seront pas changées , et Ton aura , par consé- 
quent, 

aXS _ ! X à 
hxS-^Sxb' 
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Or ces nouvelles fractions ont le même dénominateur, car 
i X 8 = 8 X i •, donc , puisqu'elles sont égales, leurs numé- 
rateurs sont égaux , et Ton a 

aX8=7Xô. 

Cela posé, 7 divisant le produit 7 X i, divise aussi le pro- 
duit égal a X 8 ; mais il est premier avec 8, par hypothèse, 
donc il divise a. Par conséquent, on a 



a z= rjyc^m 



9 



en appelant m le quotient de la division de a par 7. Si 
maintenant on met yXm au lieu de a , dans l'égalité 
r/ X 8 = 7 X &, il vient 

7X/wx8=7X*. 

Enfin, en divisant chacun de ces produits égaux par 7, 
on a 

On voit donc que a et b sont respectivement les produits 
de 7 et 8 par un même nombre entier w, ce que l'on 
exprime en disant que a el b sont des équimultiples de 7 
et 8. 

Corollaire I. — Une fraction dont les deux termes 
sont premiers entre eux est irréductible. 

Car, d'après le théorème précédent, toute fraction égale 
à une fraction dont les termes sont premiers entre eux, a 
des termes respectivement plus grands que ceux de cette 
fraction. 

Corollaire IL — Pour réduire une fraction à sa plus 
simple expression, il suffit de chercher le plus grand com- 
mun di\>iseur de ses deux termes, et de les diviser l 'un et 
Vautre par ce plus grand commun dwiseur. 

Car, en opérant ainsi , on formera une fraction égale à la 
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proposée , et qui sera irréductible , puisque ses deux termes 
seront premiers entre eux. 

Corollaire III. — Pour former toutes les fractions 
égales à une fraction irréductible donnée, il suffit de mul- 
tiplier les deux termes de cette fraction successi\^ement 
par I, 2, 3, etc, 

150. Quelquefois, dans la pratique, on réduit une frac- 
tion à sa plus simple expression en supprimant succes- 
sivement, au numérateur et au dénominateur, les fac- 
teurs communs que Ton aperçoit; et quand, après cette 
suppression , les deux termes sont premiers entre eux , 
la fraction se trouve réduite à sa plus simple expression. 

352 
Soit , par exemple , la fraction -5-^ -, en supprimant le fac- 
teur 2 commun à ses deux termes, elle devient — rr. Les 
deux termes de celle-ci sont encore divisibles par 2, et, en 
supprimant ce facteur, on obtient — Enfin, les deux 

yy 

termes de cette dernière sont divisibles par 9, et, en effec- 
tuant la division , on trouve — • Comme 7 et 11 sont pre- 
miers entre eux , la fraction proposée se trouve réduite à sa 
plus simple expression. 

La simplification des fractions , ou leur réduction à l'ex- 
pression la plus simple, est une opération très-importante. 
On conçoit, en effet, qu'il est important que les nombres 
sur lesquels on doit opérer soient les plus petits possible. 

Réduction des fractions au même dénominateur. 

151. Réduire des fractions au même dénominateur, 
c'est trouver d'autres fractions qui soient respectivement 
égales aux premières , et qui aient un même dénominateur. 
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Voici une règle générale pour opérer cette réduction. 

1°. Pour réduire deux fractions au même dénomina- 
teuTy il suffit de multiplier les deux termes de chacune 
d'elles par le dénominateur de Vautre, 

En effet , les nouvelles fractions que l'on forme en opé- 
rant ainsi sont respectivement égales aux premières ( n*' 1 47 ) , 
et elles ont Tune et l'autre pour dénominateur le produit 
des dénominateurs de celles-ci. 

En appliquant cette règle aux deux fractions 

5 3 

- et -T5 

7 4 

on obtient 

5x4 , 3X7 
7 et 7 -y 

7X4 4X7 

ou , en effectuant les multiplications , 

20 21 

2". Pour réduire trois ou un plus grand nombre de 
fractions au même dénominateur, il suffit de multiplier 
les deux termes de chacune d'elles par le produit des dé- 
nominateurs de toutes les autres. 

En effet, les nouvelles fractions que Ton forme ainsi 
sont respectivement égales aux premières (p? MH)^ et elles 
ont chacune pour dénominateur le produit des dénomina- 
teurs de celles-ci. 

En appliquant cette règle aux trois fractions 

'5 3 _^ 

7' 4' i4' 
on obtient 

5x4x 14 3x 7X i4 i3X7X4 
7X4X14' 4X7X14' 14x7x4' 

ou, en effectuant, ' 

280 294 364 
392 392 392 
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152. La réduction des fractions au même dénominateur 
est une opération qu'on a très-souvent occasion d'efFec- 
luer. Ainsi , en particulier, quand 6n veut comparer des 
fractions entre elles , il est indispensable de réduire d'a- 
bord ces fractions au même dénominateur. Veut-on, par 

exemple , savoir quelle est la plus grande des deux frac- 

fi 
tions - et -5? En réduisant ces fractions au même dénomi- 
nateur, on les transforme en ^ et ^- On aperçoit alors 

immédiatement que la première fraction est plus grande 
que la seconde. 

m 

Réduction des fractions au plus petit dénominateur 

commun, 

153. Quand on applique le procédé que nous venons 
d'exposer, les fractions sur lesquelles on opère ne se trou- 
vent pas, en général, réduites au plus petit dénominateur 
commun possible. La règle qu'il faut suivre pour réduire 
des fractions au plus petit dénominateur commun , repose 
sur le théorème suivant. 

Théorème. — Le plus petit dénominateur commun au^ 
quel on puisse réduire des fractions irréductibles est le 
plus petit commun multiple de leurs dénominateurs. 

En eflfet, soient les trois fractions irréductibles 

Toute fraction égale à ^5 ou à p? ou à — » doit s'obtenir 

(n*^149, corollaire III) en multipliant les deux termes de 
celle-ci par un même nombre entier 5 d'où il suit évidem- 
ment que le plus petit dénominateur commun auquel on 

9 
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puisse réduire les fractions proposées est un commun mul- 
tiple de leurs dénominateurs i, i', b'^. 

Je dis , en outre , que , m désignant le plus petit com- 
mun multiple des dénominateurs 6, b\ b^\ on peut ré- 
duire les fractions proposées à un dénominateur commiun 
égal à m. En effet, divisons m par i, par i', par i", et dési- 
gnons par ^, q\ q" les quotients obtenus, puis multiplions 
les deux termes de la première des fractions proposées par 
q^ ceux de la deuxième par q' et ceux de la troisième par q"\ 
nous obtenons 



ou 



aq 


a'q' 

b'q'' 


a"q" 
b" q" ' 


aq 

5 

m 


a'q' 

— > 

m 


a" q" . 
m 



en sorte que les fractions proposées se trouvent réduites au 
dénominateur commun m. 

ISi. Du théorème qui précède on conclut la règle sui- 
vante : 

Pour réduire des fractions au plus petit dénominateur 
commun y on cominence par réduire chacune d'elles à sa 
plus simple expression. Les fractions proposées étant ainsi 
réduites, on cherche le plus petit commun multiple de leurs 
dénominateurs y et Von multiplie les deux termes de cha- 
cune d'elles par le quotient obtenu en divisant ce plus 
petit multiple commun par le dénominateur de cette 
fraction. 

Exemple I. — Soient les fractions irréductibles 

? 3 5 7 
3 4 ^2 ^4 

Le dénominateur 24 de la dernière fraction est divisible 
par chacun des autres dénominateurs \ c'est donc le plus 
petit multiple commun de tous les dénominateurs. En 
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divisant 24 par ces dénominateurs , on trouve pour quo- 
tients 

8, 6, 2, i; 

ce sont les nombres par lesquels il faut respectivement 
multiplier les deux termes des fractions proposées. En fai- 
sant le calcul, on trouve 

16 18 10 7 
24 ^4 24 ^4 

Exemple IL — • Soient les fractions irréductibles 

ii3 317 229 
36^' 545' 648' 

Pour avoir le plus petit multiple commun des trois déno- 
minateurs, nous décomposerons chacun d'eux en facteurs 
premiers^ nous aurons ainsi 

36o = 23X3»x5, 
540 = 2»x 3'x5, 
648 = 2» X 3^ 

Le plus petit commun multiple de ces nombres est" 

2'x3*x5, ou 3240. 

En le divisant par chacun d'eux, on trouve pouc quo- 
tients 

c'est-à-dire 

9, 6, 5. 

Ces nombres sont ceux par lesquels il faut respectivement 
multiplier les deux termes des fractions proposées. En fai- 
sant le calcul , on trouve 

1017 1902 n45 
3240 3240 3240 

9- 
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Changement qu éprouvée une fraction quand on ajoute un 
même nombre à ses deux termes, 

155. Théorème. — Si Von ajoute un même nombre aux 
deux tennes d'une fraction, la fraction augmente ou 
diminue suif^ant qu^elle est plus petite ou plus grande que 

V unité. Dans les deux cas y la fraction se rapproche de 

V unité. 

5 
1°. Considérons la fraction - moindre que l'unité^ si 

Ton ajoute un même nombre m à ses deux termes, on forme la 

nouvelle fraction ? et je dis que Ton a 

^ -4- nî " * 

m 5 



7 -h wi 7 

Réduisons, en effet, les deux fractions 

5 -H /7ï 5 
et - 

7-+-« 7 

au même dénominateur, par la règle du n^^lSlj elles de- 
viennent 

5 X 7 4- yw X 7 5X7 4-/^x5 

7X(7-*-'w) ' 7x(7+'w) 

Or on voit que les deux numérateurs ont une partie com- 
mune 5 X 7, et que l'autre partie m X 7 du premier est 
plus grande que l'autre partie m X 5 du second 5 donc la 
première fraction a un plus grand numérateur que la se- 
conde^ par conséquent, elle est plus grande que la se- 
conde. 

2°. Considérons la fraction ^ plus grande que l'imité 5 

si l'on ajoute un même nombre m à ses deux termes , on 
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*^.-**v, *« .A^MT^«a^. **»x.„xx,- ^ y et je dis que l'on a 



Réduisons, en effet, les deux fractions 

7_±^ et 1, 

au même dénominateur, par la règle du n° 151; elles de- 
viennent 

7 X 5 -4- m X 5 ^^ 7 x54-/wX7 

5x(54-/w) ^ 5x(54-/w) 

Or on voit que les deux numérateurs ont une partie com- 
mune 7X5, et que l'autre partie m x 5 du premier est 
plus petite que l'autre partie m X 7 du second : donc la 
première fraction a un plus petit numérateur que la se- 
conde 5 par conséquent, elle est plus petite que la seconde. 
Corollaire. — Si l'on retranche un même nombre des 
deux termes d'une fraction , la fraction diminue ou aug- 
mente suii^ant quelle est plus petite ou plus grande que 
V unité. Dans ces deux cas y la fraction s'éloigne de 
l'unité. 

Questions proposées. 

1. Étant données plusieurs fractions de même dénomi- 
nateur, comment reconnaître si ces fractions peuvent être 
réduites à un dénominateur commun plus petit? 

2. Comment réduit-on deux ou plusieurs fractions au 
mième numérateur, au plus petit numérateur commun? 

3. Démontrer que si l'on ajoute terme à terme deux 
fractions égales y > -77? la nouvelle fraction , ^,; que Ton 
forme ainsi est égale à chacune des deux premières. 
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4. Démontrer que si l'on ajoute terme à terme deux 
fractions inégales t» t?? la nouvelle fraction 7 y, que l'on 

forme ainsi est comprise entre les deux proposées. 

5. Démontrer que si l'on ajoute terme à terme un nombre 

f n 

quelconque de fractions égales t» -yt 'nr'> etc., la nouvelle 

'action -j 77 77; que 1 on forme ainsi est escale a 

chacune des proposées. 

6. Démontrer que si Ton ajoute terme à terme un nombre 

1 ^ r. , a a' a" 

quelconque de tractions t> yy? ttt» q^i ï^e soient pas toutes 

égales 5 la nouvelle fraction -7 -n — , ,/ ' * que l'on forme 

ainsi est comprise entre la plus grande et la plus petite des 
fractions proposées. 



r 



LES FRACTIONS ET LES NOMBRES DÉCIMAUX. l35 



CHAPITRE n. 
OPÉRATIONS SDR LES NOMBRES ENTIERS OU FRACTIONNAIRES. 

Addition. — Soustraction. — Multiplication. — Division. — Produits de plu- 
sieurs facteurs. — Puissances des fractions. — Théorèmes relatifs aux (aé- 
rations. — Applications de ta théorie des fractions.-— Généralisation de la 
théorie des fractions. 



Addition. 



156. U addition y en général ^ est une opération qui a 
pour but de troui^er un nombre renfermant toutes les 
unités et parties d^unité contenues dans deux ou plusieurs 
nombres donnés. 

Le résultat de Fopération est appelé somme. 
Nous allons examiner les divers cas que présente l'ad- 
dition de plusieurs nombres qui ne sont pas tous entiers. 

157. Addition de plusieurs fractions. — i°. Pour 
additionner des fractions de même dénominateur, il suffît 
d ajouter leurs numérateurs et de prendre, pour dénomi- 
nateur du résultat, le dénominateur commun . 

Supposons 5 par exemple , qu'on ait à additionner les trois 

fractions 

3 y II 
i3 i3 i3 

La somme cherchée se compose de tous les treizièmes con- 
tenus dans ces fractions , elle en renferme donc 3 -H 7 4- ii ; 
par conséquent, on a 

3 7 II 3 + 7-1-11 21 

i3 i3 i3 i3 i3 



.AJL 
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OU, en extrayant l'entier contenu dans la somme, 

' 3 7 II 8 

1 — i — I = 1-4- — • 

i3 i3 i3 i3 

2?. Pour additionner des fractions de dénominateurs 
différents y on commence par les réduire au même dénomi- 
nateur et l'on opère ensuite comme il vient d'être indiqué. 

Soient , par exemple , les fractions 

3 7 a 
5 lo 3 

En les réduisant au plus petit dénominateur commun , qui 
est 3o, on les transforme en 

I 8 21 20 

3o 3o 3o ' 
on a donc 

9 

3 7 2 i8 -+-214-20 59 

5 10 3 3o 3o 

ou, en extrayant l'entier contenu dans la somme, 

372 2q 

1 i--| — rr iH -' 

5 10 3 3o 

1S8. Addition ï)E plusieurs nombres composés d'une 
PARTIE ENTIÈRE ET d'une FRACTION. — Pour additionner 
des nombres composés d'une partie entière et d'une fraC' 
tion^ on ajoute les entiers, puis les fractions, et l'on 
réunit les deux sommes. 

Soient, par exemple, les trois nombres 

4-f-H? 3-4-.-^, 8-f-|- 
5 ïo 3 

La somme des entiers est 4 -H 3 H- 8 ou 1 5 5 la somme des 

fractions est 7= -f- — M- ^ ou i^-^i par conséquent, on a 

5 10 3 3o ^ ^ -^ 
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OU 

Remarque, — Au Heu d'opérer comme nous venons de 
Fîndîquer, on pourrait réduire en une fraction chacun des 
nonàbres à ajouter, et Ton serait alors ramené au cas du 
nO 157. 

Soustraction. 

159. La soustraction^ en général, est une opération 
qui a pour but de retrancher d'un nombre donné toutes 
les unités et parties d'unité contenues dans un second 
nombre donné. 

Le résultat de l'opération est appelé reste , excès ou 
différence. 

Ainsi que nous en avons déjà fait la remarque à l'occa- 
sion des nombres entiers, si l'on ajoute le reste de la sous- 
traction avec le plus petit des nombres donnés , on repro- 
duit le plus grand. C'est pourquoi l'on peut dire que : 

La soustraction a pour but, étant données une somme 
de deux parties et l'une de ces parties, de trouv^er Vautre 
partie. 

On voit que la soustraction est l'opération inverse de 
l'addition. 

Nous allons examiner les divers cas que présente la sous- 
traction de deux nombres qui ne sont pas tous deux entiers, 

160. Soustraction de deux fractions. — i°. Pour sous- 
traire Vune de Vautre deux fractions de même déno- 
minateur, il suffit de soustraire les numérateurs , et de 
prendre pour dénominateur du résultat le dénominateur 
commun. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de soustraire 

3 8 
— de -«• Il faut, d'après la définition, retrancher 3 trei- 
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zièmes de 8 treizièmes : après Topératioii il en restera 8 — 3*, 

on a donc 

8 3 _8— 3_ 5 

i3 i3 i3 i3 

0?. Pour soustraire l'une de Vautre deux fractions de 
dénominateurs différents ^ on commence par les réduire 
au même dénominateur y et Von opère ensuite comme il 
vient d'être indiqué. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de soustraire 

-^ de — En réduisant ces fractions au plus petit dénomi- 
nateur commun qui est 12, on obtient 

q II 

-^ et — : 
12 12 

donc 

11 3 II — Q 2 

12 4 ^2 ï^' 

ou 5 en réduisant — à sa plus simple expression , 

11 3 I 

12 4 6 

161. Soustraction de deux nombres composés d'une 
partie entière et d'une fraction. — Pour soustraire Vun 
de Vautre deux nombres composés d'une partie entière et 
d'une fraction y on fait séparément la soustraction des par- 
ties entières et celle des fractions, puis on réunit les deux 
différences. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de soustraire 

3 II 
5 4- -7 de 9 H • On retranche 5 de g, ce qui donne 4 5 puis 

7 de — î ce qui donne 77 \ la dilïérence cherchée est 4 -♦- z-' 
4 12 ^ ^ o 

et l'on a 



9+|^)-(5 + ?)=44-i 
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Remarque I. — Il pourrait arriver que la fraction du 
nombre à soustraire fût plus grande que la fraction de 
l'autre nombre , auquel cas la règle que nous venons d'in- 
diquer ne semble pas s'appliquer 5 mais on lève aisément 
cette difficulté en réduisant en fraction Tune des unités du 
plus grand des nombres donnés. 

Supposons, par exemple, qu'il faille soustraire 5-|-~ 

5 Q 5 . ., 

de Ck-\ : ou 5 -f- — de o H • On réduira en douzièmes 

^12' 12 ^ 12 

l'une des 9 unités du plus grand nombre , et la question 
sera ramenée à soustraire 5 -I- -^ de 8 -I- — ? ce qui donne 

12 12 ^ 

Q 

pour reste 3 H • On a donc 



(9+-^)-(5 + 4U3 + i, 



4/ 12 



ou 5 en réduisant — à sa plus simple expression , 



9-^^)-(^+|)=3+r ' 



Remarque II. — On peut aussi, pour soustraire l'un de 
l'autre deux entiers augmentés chacun d'une fraction, ré- 
duire les parties entières en fraction , et l'on se trouve alors 
ramené au cas du n^ 160. 

Multiplication . 

162. Multiplier un nombre quelconque par un entier y 
c'est faire la somme d'autant de nombres égaux à ce nom,- 
hre quily a d'unités dans V entier. 

Multiplier un nombre quelconque par une fraction, 
c est partager ce nombre en autant de parties égales qu'il 
y a d'unités dans le dénominateur de la fraction , et 
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prendre autant de ces parties qu'il y a d'unités dans son 
numérateur. 

Par exemple , multiplier - par 4 ^ c'est faire la somme 

5 .Su 

de 4 nombres égaux à — Multiplier - par ^9 c'est par- 

5 
tager - en 3 parties égales , et prendre a de ces parties ; 

5 

en d'autres termes , c'est prendre deux fois le tiers de - ou 

5 
les deux tiers de - • 

7 . ^ 

Dans tous les cas , le nombre qu'on multiplie se nomme 

multiplicande, le nombre par lequel on multiplie se 

nomme multiplicaneur, et le résultat de l'opération est 

appelé produit. 

Il résulte des définitions précédentes que le produit est 

supérieur, égal ou inférieur au multiplicande, suivant 

que le multiplicateur est supérieur, égal ou inférieur à 

l'unité. 

163. M15LTIPLICÂT10W d'une fraction par un entier. 
— Pour multiplier une fraction par un entier y il faut mul- 
tiplier le numérateur de la fraction par V entier. 

. . S 
En effet, supposons qu'on ait à multiplier -par 4 5 il 

5 
s'agit de faire la somme de 4 nombres égaux à -9 ou de 

5 
trouver un nombre 4 fois plus grand que -• Or on rend 

une fraction 4 fois plus grande (n° 14'5) en multipliant 
son numérateur par 4 ? donc on a 

5x4 = ^^5 

7 7 

ce qu'il fallait démontrer. ^ .^ 
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164. Multiplication d'un entier par une fraction. 
— Pour multiplier un entier par une fraction y il faut 
multiplier l'entier par le numérateur de la fraction, et 
prendre, pour dénominateur du résultat, celui de la frac- 
tion. 

En effet, supposons qu'on ait à multiplier 4 par - *, il s'agit 

de prendre 5 fois le septième de 4- Or 4 est égal à -^ 2.^ 

ei, pour en prendre le septième, il suffit de diviser le nu- 
mérateur par 7 (n° 145) , ce qui donne -• Il faut mainte- 
nant prendre 5 fois ce résultat pour avoir le produit cher- 
ché; on a donc 

4x-=-x5 

7 7 
ou(n°163) 

7 7 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque, — D'après ce qu'on a vu au i)° 163, la frac- 

4x5 5x4 • 5 

lion -î^ ou est le produit de - par 4 5 donc on a 

5 5 

4x- = -x4- 

7 7 

Par conséquent, le produit de deux facteurs, Vun entier, 
l'autre fractionnaire, est le même, quel que soit lé facteur 
quon prenne pour multiplicande, 

165. Multiplication de deux fractions. — Pour mul- 
tiplier deux fractions , il faut les multiplier terme à terme. 

5 4 

En effet, supposons qu'on ait à multiplier - par -• Il 

s'agit de prendre 4 fois le neuvième de -Or le neuvième 
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5 ... 5 

de - est une fraction 9 fois plus petite que -9 et on peut 

5 
l'obtenir en multipliant par g le dénominateur de - 

5 

(n^l46), ce qui donne • Il faut maintenant, pour 

avoir le produit clierclié, prendre 4 fois cette fraction, ce 
qui se peut faire en multipliant son numérateur par 4 ? on 
a donc 

5^.4^5x4. 

7 9 7X9' 

ce qu'il fallait démiDntrer. 

Remarque. — Le produit de deux fractions est le me/ne, 
quelle que soit celle quon prenne pour multiplicande. 

Soient, en effet, les deux fractions - et -; on a 

7 9 

5^^4^5x4 

7 9 7X9' 

4^^^5^4x5 

9 7 9X7 

Ces deux produits sont égaux , car 

5X4 = 4X5, et 7X9 = 9X7. 

166. Multiplication de deux nombrtis composés d'une 

partie entière et d'une T^kciiON,—^ Pour multiplier deux 

nombres^ composés d'une partie entière et d'une fraction, 

on réduit chacun de ces nombres en une fraction y et Von 

se troui^e alors ramené au cas précédent, 

3 ^ . . 4 

Soit 5 par exemple , 4 H — à multiplier par 8 +■ — ; on a 

/ y 

, 3 3i 
9 9 
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par conséquent, 

ou , en extrayant l'entier contenu dans le produit , 

4.î)x(8.i) = 3,.-. 

Division. 

m ^ 

167. La division, en général^ est une opération qui a 
pour but, étant donnés un produit de deux facteurs et 
Vun de ces facteurs, de troui^er Vautre facteur. 

Le produit donné se nomme dividende, le facteur donné 
se nomme diviseur, et le facteur cherché est appelé quotient. 

On indique , dans tous les cas , le quotient d'une division 
en écrivant le dividende , puis le diviseur, et plaçant entre 
eux le signe : dont nous avons déjà fait usage. 

On voit, d'après notre définition, que la division est 
l'opération inverse de la multiplication. Nous allons étu- 
dier les différents cas qu'elle présente. 

168. Division des nombres entiers. — Examinons d'a- 
bord si la définition qui précède, appliquée au cas parti- 
culier de deux nombres entiers , s'accorde avec celle que 
nous avons donnée au n° 43. Jusqu'ici nous avons appelé 
quotient de deux nombres entiers le plus grand nombre de 
fois que le diviseur est contenu dans le dividende. Si la 
division se fait exactement, le dividende est égal au pro- 
duit du diviseur par le quotient ; donc , dans ce cas , la dii^i- 
sioTiy telle que nous Vairons envisagée jus qu à^ présent , a 
effectiv^ement pour but, étant donnés un produit de deux 

facteurs et Vun de ces facteurs, de trouver Vautre, Ainsi , 
notre première définition de la division n'est pas en contra- 
diction avec la définition générale que nous adoptons main- 
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tenant. Mais il n^en est plus de même quand la division 
des nombres entiers dont il s'agit donne lieu à un reste. 
Alors le dividende est égal au produit du diviseur par le 
quotient , augmenté du reste , qui est moindre que le divi- 
seur. Par conséquent , le dividende est plus grand que le 
produit du diviseur par le quotient , et il est moindre que 
le produit obtenu en multipliant le diviseur par le quotient 
augmenté d'une unité. Si donc le dividende est efiective- 
ment le produit du diviseur par un certain nombre, ce 
nombre sera nécessairement compris entre le quotient 
trouvé et le même quotient augmenté d'une unité ^ par 
suite, il se composera d'une partie entière égale à ce quo- 
tient et d'une partie moindre que l'unité. 

Pour éviter toute confusion , on appelle quotient entier 
ou partie entière du quotient, dans le cas où la division 
donne lieu à un reste , le plus grand nombre de fois que 
le dividende contient le diviseur \ et l'on se sert exclusive- 
ment du njot quotient pour désigner le nombre par lequel 
il faut multiplier le diviseur pour reproduire le dividende. 
La règle que nous avons donnée pour la division des nom- 
bres entiers fait donc connaître le quotient dans le cas où le 
dividende est un multiple du diviseur, et la partie entière 
du quotient dans le cas contraire. 

169. Théorème. — Le quotient de la division de deux 
nombres entiers est égal à une fraction qui a pour numé- 
rateur le dii^idende et pour dénominateur le diviseur. 

Je dis , pai: exemple , que le quotient de la division de 

1 5 par 4 est égal à y- ] c'est-à-dire que l'on a 

.5:4 = j- 

i5 i5 !x! A. 

En effet, le produit de -j- par 4 est égal à — ^ — - ou à i5 
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. . l5 

(n** 142, Remarque) 5 ainsi -j- est bîen le nombre par le- 
quel il faut multiplier le diviseur 4 pour reproduire le divi- 
dende iSj c'est donc le quotient de i5 par 4- 

170. Pour évaluer exactement le quotient de la division 
de deux entiers , on cherche la partie entière de ce quotient 
et la partie complémentaire. On voit que cela revient à 
extraire l'entier contenu dans la fraction qui a pour numé- 
rateur le dividende , et pour dénominateur le diviseur. Si 
donc, après avoir fait la division des nombres donnés, 
suivant la méthode ordinaire, on ajoute au quotient entier 
trouvé la fraction qui a pour numérateur le reste , et pour 
dénominateur le diviseur, on obtiendra le quotient complet 
des nombres proposés (n°142). 

Supposons qu'on veuille le quotient de i5 par 4 9 on a 

,5:4 = j- 

Pour extraire l'entier contenu dans la fraction -7-5 faisons 

4 

la division des nombres 1 5 et 4 5 nous trouvons 3 pour quo- 
tient entier et 3 pour reste; donc (n^ 142) 






i5 : 4 = 3 + 2 

i5 
171. Les deux notations i5 l 4 ^^-r étant équivalentes, 

on emploie indifféremment l'une et l'autre. 

Le quotient d'un nombre par i étant égal à ce nombre 
lui-même, l'analogie conduit à considérer un entier comme 
une fraction ayant pour numérateur cet entier, et pour 

dénominateur l'unité. Ainsi - exprime la même chose que 4. 

Les fractions de cette espèce participent à toutes les pro- 
priétés fondamentales des fractions. On peut leur appliquer 



10 



lf\6 TRAITÉ d'arithmétique. 

les théorèmes des n^'' 144 et suivants. Ainsi, par exemple, 
la fraction - devient évidemment lo fois plus grande si 

Ton multiplie son numérateur par lo, car on obtient 

ou 4Xio. Pareillement, cette même fraction - devient 

' I 

I o fois plus petite si l'on multiplie son dénominateur par lo, 
car, lo fois — ou étant égal à 4 (n® 142} , ou à -> 

la fraction — est lo fois plus petite que -• Enfin on voit 

aussi que la fraction - ne change pas si Ton multiplie ses 
deux termes par lo. 

172. Division d'une fraction par un entier. — Pour 

div^iser une fraction par un entier y il suffit de multiplier le 

dénominateur de la fraction par V entier, 

i5 
Supposons qu'on veuille diviser — par 4- U s'agit de 

7 

i5 
trouver un nombre dont le produit par 4 soit égal à — ; 

,5 
en d*autres termes , 4 fois le quotient vaut — \ donc le quo- 

,5 
tient est 4 fois pltis P^tit que — ^ par conséquent, on ol>- 

tiendra ce quotient en rendant la fraction — 4 fois plus 

petite, ce qui peut se faire (n** 146) en multipliant son dé- 
nominateur par 4* On a donc 

1? ./ — '^ — ^^ 
T 7X4~^â8* 

Remarque. — Si le numérateur de la fraction qu'on doit 
diviser par un entier est un multiple de cet entier, on ob- 
tient le quotient en divisant le numérateur de la fraction 
par l'entier. 
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Soit à diviser — par 4- On obtiendra le quotient en 

1 2 

rendant la fraction — 4 fois plus petite , ce qui peut se faire 

(n® 145) en divisant son numérateur par 4» On a donc 

12 , ^_ 12 : 4 _3 

7 7 ""7' 

173. Division de deux fractions. — Pour dii^iser deux 
Ji'actions l'une par l'autre, il suffit de multiplier lafrac^ 
tion dii^idende par la fraction diviseur renv^ersée. 

. , . . 5 3 

Supposons qu'on ait à diviser ~ par y • 11 s'agit de trou- 

3 . 5 

ver un nombre dont le produit par j soit égal à -; en sorte 

3 . 5 I . 

que les j du quotient valent - ; donc 7 du quotient est une 

5 
fraction 3 fois plus petite que - 9 fraction qu'on obtiendra 

5 
en multipliant par 3 le dénominateur de -• 

I ^ 5 . 

j du quotient étant égal à ^ j on obtiendra les quatre 

quarts du quotient ou le quotient lui-même en rendant la 

5 
fraction 5 4 foîs plus grande, ou en multipliant son 

numérateur par 4» On a donc 

5. 3_ 5x4 
7*4""7X3' 

Mais, d'après la règle de la multiplication des fractions, 

% est le produit des deux fractions - et ^ : donc 

7X3 ^ 1 ^ 

5.3_5 4. 
7-4"7^3' 

ce qui démontre la règle énoncée. 

10. 



l48 TRAITÉ d'arithmétique. 

Remarque 1. — La règle précédente comprend tous les 
cas de la division; car, si le dividende ou le diviseur est 
un entier, on peut le considérer comme une fraction ayant 
pour numérateur cet entier et pour dénominateur Tunité. 

Remarque H. Pour diviser l'unité par une fraction , il 

5 
suffit de renverser la fraction. Ainsi , le quotient de i par - 

est ^» Lorsqu'on divise l'unité par un nombre , le qijo- 
tient est dit V inverse de ce nombre. 

174. Division de deux nombres composés d'une partie 
ENTIÈRE ET d'une FRACTION. — Pour di^îser deux nombres 
composés chacun d\ine partie entière et d^ une fraction, 
on réduit chacun d'eux en une fraction y et F on opère 
ensuite comme il vient d^être indiqué. 

Soit à diviser 24 -h s par 5 -I- — ; on à 

o * 12 



4 + 3 _^^ 5 + ^ = Ë2, 
00 12 12 



donc 



/',/:^-5\ • /g I 7 \_. '95-67 _ '95X12 

ou , en divisant par 4 les facteurs 1 2 et 8 qui se trouvent 
respectivement au numérateur et au dénominateur du 
résultat , 

,i^^\ -fs^ 7 \ _ i95x3 _ 585 _ 49 

Produits de plusieurs fractions. 

175. On obtient le produit d^un nombre quelconque 
de fractions en multipliant ces fractions terme à terme. 
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Soit le produit 

^w ^w ^ 7 

Le produit des deux premiers facteurs est ^ ; en le mul- 
tipliant par le troisième facteur, on trouve -x 7; en 

^ ^ ' 3X 7x4 

multipliant enfin ce deuxième produit par le quatrième 

f * * 2X5x3x4 n A 
[acteur, on trouve ■= 7 5* Un a donc 

' 3X7X4x8 

^..5..3 7_ 2XSX3X7 . 
3X^^^4^8-3x7X4x8' 

ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque I. — On voit aisément que la règle précé- 
dente s'applique à un produit de plusieurs facteurs, les uns 
entiers , les autres fractionnaires ; puisqu'un entier est une 
fraction dont le dénominateur est l'unité (n° 171). 

Remarque II. — Le produit de plusieurs facteurs ne 
change pas quand on intervertit V ordre des facteurs. Eu 
effet, ce produit a toujours pour numérateur le produit des 
numérateurs des facteurs, et pour dénominateur le pro- 
duit de leurs dénominateurs. 

Remarque III. — Quand on doit calculer le produit de 
plusieurs fractions , il faut avoir soin , avant d'effectuer le 
produit des numérateurs et celui des dénominateurs, de 
supprimer les facteurs communs à ces produits , quand on 

en aperçoit. Ainsi, le produit des fractions ^' ~' 7' u 

,,2X5x3X7 , . ir* q* 

étant ^— ^ ^1-5 on peut supprimer les lacteurs o et 7 

communs aux deux termes de ce produit; on peut, de 
même, supprimer le facteur 1 du numérateur, en ayant 
soin de diviser par 2 l'un des facteurs 4 ou 8 qui restent 
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au dénominateur. Après cette simplification , on trouTe 

2 5 5 

Remarque IV, — Le produit ^X- est égal aux - 

2 2^33 

de "5 (n** 162). Par suite, le produit ^X-Xt est les 7 

£1 2 2 o 3 *? 

des - de ^'^ pareillement, le produit ôX-XtXÀ est 

T 3 2 

les ^ des j des - de ^« C'est pourquoi l'on emploie quel- 
quefois le xnol fraction de fraction pour désigner le produit 
de deux ou de plusieurs fractions. Toutefois , cette locution 
n'est presque plus usitée. 

Puissances des fractions, 

176. Les définitions du n^ 79 s'appliquent aux fractions 
comme aux nombres entiers. 

Pour indiquer une puissance d'une fraction, on l'écrit 
entre deux parenthèses, et l'on place l'exposant à droite 

du numérateur. Ainsi ( - j et ( - ] représentent le 

et le cube de - • 

177. Pour éleuer une fraction à une puissance, il faut 
élever ses deux termes à cette puissance. 

5 

Soit, par exemple, la fraction — On a, d'après la règle 

de la multiplication, 



carre 



(^) 



(^) 



5 5 5x5 5» 

ou -X - = -—-— ou --9 

7 7 7X7 V 



Sy 555 5x5x5 5^ 

ou -x-X- = — 3 — -— ou —? 
7 7 7 7X7X7 T 



et ainsi de suite. 
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1 78. Théorème I. — Un nombre entier ne peut être une 
puissance d'une fraction irréductible. 

Supposons , par exemple , que 7 soîl la troisième puis- 
sance d'une fraction irréductible -7 \ on aura 

o 



(iy= 



ou p = 7 



Or a ex h sont premiers entre eux , puisque t est une frac- 
tion irréductible ; donc leurs cubes a^ et b^ sont aussi pre- 
miers entre eux (n° 123 , corollaire II) , par conséquent 

( n® 149, corollaire I), T^ est une fraction irréductible. Il 

s'ensuivrait donc que 7 est égal à une fraction irréductible, 
ce qui est absurde. 

179. Théorème II. — Une fraction irréductible ne peut 
être une puissance d'un certain degré que sises deux tames 
sont des puissances de ce même degré. 

A 

Supposons que la fraction irréductible —- soit la troi- 



B 



sième puissance d'une autre fraction y irréductible; on 

aura 

A _a^ 
B "" b^' 

Or, a et b étant premiers entre eux, a' et &' le sont aussi; 

par suite, -r- est irréductible. Les deux fractions — et t- 

étant irréductibles ne peuvent être égales que si elles ont 
même numérateur et même dénominateur. On a donc 

A = «3 et B = b^; 
ce qui démontre le théorème énoncé. 
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Théorèmes relatifs aux opérations. 

180. Nous avons vu qu'un produit de plusieurs facteurs 
entiers ou fractionnaires ne change pas de valeur quand on 
intervertit d'une manière quelconque l'ordre des facteurs. 
Les conséquences que nous avons déduites de ce théorème 
fondamental, dans le cas des nombres entiers {n°' 74 et 
suivants) , se trouvent donc établies dans tous les cas , que 
les nombres considérés soient entiers ou fractionnaires. 
Ainsi 5 l'on peut dire généralement que : 

i*'. Pour multiplier ou pour dis^iser un nombre'par un 
produit de plusieurs facteurs , on peut multiplier ou diviser 
ce nombre par le premier facteur, le résultat obtenu par 
le deuxième facteur j et ainsi de suite j jusqu'à ce que tous 
les facteurs aient été employés, 

2®. Pour multiplier deux produits, il suffit de former 
un produit unique av^ec les facteurs du multiplicande et 
ceux du multiplicateur, 

3°. Dans un produit de plusieurs facteurs ^ on peut 
remplacer un nombre quelconque de facteurs par leur pro- 
duit effectué. 

4^. Pour multiplier ou pour diuiser un produit par un 
nombre, il suffit de multiplier ou de diviser Vun des fac- 
teurs du produit par ce nombre, 

5°. Pour multiplier deux ou plusieurs puissances d'un 
même nombre, il suffit d'ajouter les exposants de ces puis- 
sances, 

6^. Pour di^'ser deux ou plusieurs puissances d'un 
même nombre, il suffit de retrancher l'exposant du divi- 
seur de celui du dividende, 

7^. Pour élever une puissance à une autre puissance , il 
suffit de multiplier le premier exposant par le second. 
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8V Pour élever un produit à une puissance, il suffit 
d^ élever chaque facteur à cette puissance, 

^applications de la théorie des fractions. 

181. Problème I. — Le nombre des adultes en France 

est 228x5210 ; celui des adultes du sexe masculin est 

5 
les —^ de la population totale, et celui des adultes du 

sexe féminin est les — du nombre des adultes mâles. On 

17 

demande quelle est la population de la France, 

D'après l'énoncé, le nombre des adultes mâles forme 

5 
les -^ de la population , et le nombre des adultes du sexe 

féminin forme les — du précédent, c'est-à*dire les — 

17 ^ 17 

des -77 de la population ; il est donc égal aux — ^ ou 

5 
aux — de la population. Le nombre des adultes des deux 

5 5 i65 
sexes est donc -rr H ou de la population. D'ailleurs 

10 17 272 '■ ^ 

ce même nombre est 22815210, d'après l'énoncé 5 on ob- 

,65 
tiendra donc la population en divisant 228i52io par -> 

ce qui donne pour résultat 

22815210X272 6205737120 ^ ^ ^ f. 

-_ i— r= '-^ = 37010528. 

id5 i65 ' 

182. Problème II. — Un bassin peut être rempli d'eau 
par deux robinets, et vidé par une soupape. Le premier 

robinet étant seul ouvert^ le bassin est rempli en ^ d'heure j- 

au contraire, si le second robinet est seul ouvert, le bassin 



fm.. 
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est rempli en ^ d'heure^ enfin, la soupape étant seule 

ouverte y le bassin plein d'eau se vide en 2 heures. Cela 

posé, le bassin étant vide, on ouure la soupape et les deux 
robinets y et Von demande quel est le temps nécessaire 
pour remplir le bassin. On admet que Veau s^ écoule avec 
une vitesse constante par chaque robinet et par la sou- 
pape. 

Puisque le premier robinet remplit le bassin en 

^ d'heure , il ne remplira, en ^ d'heure, que j du bassin. 
Par conséquent, en i heure il remplira 5 fois plus, c'est- 
à-dire -7 du bassin. On arrive au même résultat en obser- 

vaut que, si Ton divise par ^ le temps pendant lequel le 
premier robinet est ouvert, la quantité d'eau qu'il fournit 
sera aussi divisée par ^> Par suite, la fraction du bassin 

remplie en 1 heure est i :î ou j» 

Par un raisonnement semblable, on voit que le second 

3 
robinet remplit en i heure y du bassin, et que la soupape 

vide en i heure - du bassin. D'après cela, la portion du 

bassin remplie en i heure , lorsque les deux robinets et la 
soupape sont ouverts , est 

5 3 I 3 

7 -h 7 ou -• 

4 4 2 ^ 

3 
Ainsi les - du bassin se trouvent remplis en i heure; 
2 * 

donc - du bassin seulement sera rempli en -^ d'heure 5 par 



2 



suite, le bassin sera plein en « d'heure. Ou arrive encore 
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au même résultat en observant que , si Ton divise par - le 

temps pendant lequel on laisse ouverts les robinets et la 
soupape , la portion remplie du bassin doit être aussi divisée 

par - ; d'où il suit que le bassin est rempli au bout d'un 
temps égal à i : - ou en ^ d'heure. 



Généralisation de la théorie des fractions. 

183. On a vu que le quotient de deux nombres entiers 
peut être représenté par une fraction qui a pour numérateur 
le dividende , et pour dénominateur le diviseur. On emploie 
aussi la même notation pour représenter le quotient de deux 

5 2 

nombres fractionnaires. Ainsi le quotient de - par ^ est 

5 2 \n) 
indifféremment représenté par - : ^ et y^* On applique 

, (3) 

même la dénomination de fraction à de semblables quo- 
tients. Au surplus , une fraction de ce genre est toujours 

réductible à une fraction à termes entiers. Par exemple, 
5 



(f 
(" 



TV est égal à -X-» c'est-à-dire ^al à — r* 

Nous allons établir que toutes les règles du calcul des 
fractions s'appliquent, sans exception, aux nouvelles frac- 
tions que nous considérons. Pour simplifier les démons- 
trations, nous désignerons toujours par une seule lettre «, 
^) c, etc., le numérateur et le dénominateur d'une fraction. 

Ainsi j représentera une fraction dont le numérateur a ou 
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le dénominateur h est un nombre entier ou fractionnaire, 
à volonté. 

184, Théorème I. — Une fraction ne change pas de 
"valeur quand on multiplie ou quon dii^ise ses deux termes 
par un même nombre entier ou fractionnaire. 

Soient une fraction j- etmvai nombre quelconque entier 

ou fractionnaire^ je disque la valeur de la fraction j- ne 

sera pas changée si l'on multiplie ou si l'on divise ses deux 
termes par m. 

En eflfet, soit q la valeur de la fraction -7» c'est-à-dire la 

fraction à termes entiers que Ton. obtient en divisant a par b 
suivant la règle de la division des fractions ; on aura 

a 
et, par suite. 

Si l'on multiplie ou si l'on divise par m ces deux nombres 
égaux, on aura évidemment des résultats égaux : d'ailleurs, 
pour multiplier ou pour diviser par m le produit i X 9, il 
suffit de multiplier ou de diviser le facteur b par m [n^ 180) ; 
par conséquent , on a 

flX'w = (^ X/w)X^ et a:m = (b: m):KÇy 

ce qui montre que q est le quotient do aXm par bxm^ 
et de a : m par b l m^ on a donc 

ayc, m a a \ m a 

^—-. = q==- et ^—=g = p 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire. — Pour réduire plusieurs fractions au même 
dénominateur j il suffit de multiplier les deux termes de 
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chacune d'elles parle produit des dénominateurs de toutes 
les autres. 

Remarque. — On fait usage de ce corollaire pour faire 
Taddition et la soustraction des fractions. 

185. Théorème II. — On obtient le produit de deux 
fractions en les multipliant terme à tertne. 

Soient deux fractions t? p* Désignons par q ei q- les 

valeurs de ces fractions \ on aura 

Par suite, a>Ca' est égal au produit de i X ^ par b' Xq', 
Mais, pour multiplier deux produits, il suffit (n** 180) de 
composer un produit unique avec leurs facteurs 5 on a donc 

Enfin, dans le produit qui forme le second membre, on 
peut remplacer les facteurs b et i', q et q' par leur produit. 
Par conséquent , 

a >: a' =z {b >: b')X {g X q'); 

ce^qui montre que qXq' est le quotient de aX a^ par 
b X b'-^ donc 

« X ^' , a a' 

j—^_^qXq --jX-p--) 

ce qu'il fallait démontrer. 

Corollaire I. — On obtient le produit de trois, qua- 
tre^ etc., fractions en les multipliant terme à terme. 

Corollaire II. — On élevée une fraction à une puis- 
sance, en élevant ses deux termes à cette puissance. 

186. Théorème III. — On obtient le quotient de deux 
fractions en multipliant Infraction dividende par la frac- 
lion dii^iseur renversée» 
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Soient les fractions t et t?* Réduisons ces fractions au 

o o 

même dénominateur: nous trouverons 7 r» et -n r- 

Le quotient de ces fractions ne sera pas changé si on les 
multiplie Tune et l'autre par i x 6'» ce quotient est donc 

égal à axi' :a'xA, c'est-à-dire égal à ^.^^ , - Or, ^.^ . 

est égal à tX-t, donc 

a ^ a! a b' ^ 

ce qu'il fallait démontrer. 

Questions proposées, 

1. On a soudé bout à bout trois lames, l'une de cuivre, 
l'autre de plomb, Tautre d'étain , de même largeur et de même 
épaisseur à la température de la glace fondante. A cette tem- 
pérature, la lame de cuivre a 87 centimètres de longueur, 
la lame de plomb 49 centimètres, et la lame d'étain i4 cen- 
timètres. On élève la lame totale à la température de l'eau 
bouillante, et Ton demande quelle sera alors sa longueur. 
On sait que , quand la température augmente depuis o de- 
gré, qui est celle de la glace, jusqu'à 100 degrés, qui est 
celle de l'eau bouillante , une lame de cuivre s'allonge de 

^^ de sa longueur à o degré, une lame de plomb de ^^j 

et une lame d'étain de -777- • 

462 

2. On a une lame formée de deux autres soudées bout à 
bout, l'une de plomb, l'autre d'étain; la portion plomb 
a 45 centimètres de longueur à la température de o degré, 
et la lame totale a 95 centimètres à la température de 
100 degrés. On demande quelle est la longueur de la portion 
étain de la lame à o degré. 
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3* Une balle élastique rebondit à une hauteur qui est 



2 



les - de celle d'où elle est tombée: après avoir rebondi 

9 ^ , 

trois fois, elle s'élève à une hauteur de — de mètre. On 

demande de quelle hauteur elle était tombée d'abord. 

4. Démontrer que la somme de deux fractions irréduc- 
tibles de dénominateurs différents n'est jamais un nombre 
entier. 

5. Dans quel cas la somme de trois fractions irréduc- 
libles peut-elle être un nombre entier? 

6. Démontrer que si l'on ajoute un même nombre entier 
ou fractionnaire aux deux termes d'une fraction quel- 
conque, la fraction se rapproche de l'unité. 
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CHAPITRE m. 
DES NOMBRES DÉCINAOX. 

Définition des nombres décimaux. — Manière d'écrire un nombre décimal. 
— Manière d'énoncer un nombre décimal écrit. — Réduction d'un nombre 
décimal en fraction ordinaire. — Addition des nombres décimaux. — 
Soustraction des nombres décimaux. — Multiplication des nombres déci • 
maux. — Division des nombres décimaux. — Évaluation approchée des 
grandeurs et des nombres. — Condition pour qu'une fraction ordinaire 
puisse être convertie en fraction décimale. — Évaluation d'une fraction 
ordinaire en décimales. — Des fractions décimales périodiques. — Re- 
cherche de la fraction génératrice d'une fraction décimale périodique 
donnée. 



Définition des nombres décimaux. 

187. On nomme parties décimales de l'unité celles que 
l'on obtient en partageant l'unité en lo, loo, looo, etc., 
parties égales. Ces parties sont donc des dixièmes, des cen- 
tièmes^ des millièmes, etc. On leur donne aussi le nom 
d'unités des ordres décimaux : aînsi un dixième est une 
unité du premier ordre décimal, un centième est une unité 
du deuxième ordre décimal , et ainsi de suite. 

On voit qu'un dixième vaut dix centièmes , qu'un cen- 
tième vaut dix millièmes , et que , généralement, une unité 
d'un ordre décimal quelconque vaut dix unités de l'ordre 
décimal suivant. 

On nomme nombre décimal le nombre qui exprime com- 
bien une grandeur renferme d'unités et de parties déci- 
males de l'unité. Ainsi un nombre décimal peut contenir 
une partie entière et une partie décimale composée d'uni- 
tés de divers ordres décimaux. Le nombre des unités de 
chaque ordre est inférieur à lo, car la réunion de lo uni- 
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tés d'un certain ordre décimal forme une unité de l'ordre 
précédent. 

Manière d'écrire un nombre décimal, 

188. On peut, par une extension naturelle de notre sys- 
tème de numération , écrire un nombre décimal à la ma- 
nière des nombres entiers. En effet , le principe sur lequel 
repose essentiellement la numération écrite , consiste en ce 
qu'un chiffre placé à la droite d'un autre exprime des uni- 
lés dix fois plus petites que celles qui sont représentées par 
cet autre. Rien n'oblige à s'arrêter aux unités ^ aussi est-on 
convenu, pour écrire un nombre décimal, d'écrire d'abord 
la partie entière, puis de placer à la droite du chiffre des 
unités le chiffre qui représente les dixièmes , puis à la droite 
de celui-ci le chiffre qui représente les centièmes , et ainsi de 
suite. La seule précaution à prendre , pour éviter toute con- 
fusion, consiste à bien désigner quel est le chiffre du 
nombre écrit qui représente les unités. On y parvient en 
plaçant une virgule à la droite de ce chiffre. 

Supposons, par exemple, qu'un nombre décimal ren- 
ferme 35 unités y 3 dixièmes, 5 millièmes et 7 dix-millièmes; 

on écrit 

35,8057. 

On met un zéro à la place des centièmes, parce que le 
nombre proposé n'en renferme pas. 

Lorsqu'un nombre décimal n'a pas de partie entière , on 
écrit un zéro pour tenir la place de cette partie; on place 
une virgule à droite de ce zéro, et l'on écrit ensuite la 
partie décimale comme nous l'avons indiqué. 

Ainsi le nombre qui renferme 3 dixièmes, 5 millièmes et 
7 dix^millièmes. s'écri ra 

0,3067. 

Les chiffres qui composent la partie décimale d'un nombre 

1 1 
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décimal sont appelés chiffres décimaux , on figures déci- 
males, ou simplement décimales. 

189. Un nombre décimal ne change pas de valeur, 
quand on écrit un ou plusieurs zéros à sa droàe. 

Car l'ordre des unités représentées par un chiffre ne dér 
pend que de sa position par rapport à la virgule. Ainsi 3,5 
et 3,5oo représentent l'un et Fautre 3 unités jointes à 
5 dixièmes. 

On peut même considérer un entier comme un nombre 
décimal ayant une ou plusieurs décimales égales à zéro; 
ainsi 3i peut s'écrire Si^o ou 3i,oo, etc. 

190. On multiplie ou l'on divise un nombre décimal 
par lo, loo, looo, e/c, en transportant la virgule de 
I, 2, 3, etc., rangs vers la droite ou vers la gauche. 

Car, en opérant ainsi , les unités que représente chaque 
chiffre deviennent lo, lOo, lOoo, etc., fois plus grandes 
ou plus petites. 

Remarque. — Il peut arriver que le nombre qu'il s'agit 
de multiplier ou de diviser par lo, loo, etc., ne renferme 
pas assez de chiffres à sa partie décimale ou à sa partie en- 
tière pour qu'on puisse eff'ectuer ce transport de la virgule; 
mais on lève cette difficulté en écrivant des zéros à la droite 
de la partie décimale ou à la gauche de la partie entière du 
nombre donné. Supposons, par exemple, qu'on veuille 
diviser o,35 par loo; on écrira ooo,35 au lieu de o,35. 
Alors, en avançant la virgule de 2 rangs vers la gauche, 
on obtient o,oo35; c'est le quotient du* nombre proposé 
par loo. Supposons, en second lieu, qu'on veuille mul- 
tiplier 3,5 par looo; on écrira 3,5ooo au lieu de 3,5. 
Avançant la virgule de 3 rangs vers la gauche, on trouve 
35oo,o ou simplement 35oo; c'est le produit demandé. 
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Manière d'énoncer un nombre décimal écrit, 

191 . Pour énoncer un nombre décimul écrit, on énonce 
d'abord la partie entière s'il y en a une; on énonce en-- 
suite la partie à droite de la virgule comme si elle repré- 
sentait un nombre entier y en indiquant l'ordre décimal 
des unités que représente son dernier chiure. 

Par exemple, le nombre 35,3o57 s'énoncera en disant : 

trentB'-cinq unités, trois mille cinquante-sept dix^milUèmes. 

On est naturellement conduit à cette règle en observant que 
le nombre 35,3o57 renferme^ outre 35 unités^ 

5 dix-millièmes y 
5 millièmes ou 5o dix^millièmes, 
3 dixièmes ou 3ooo dix-millièmes, 

c'est-à-dire 3o57 dix^nnllièmes. 

Remarque I. — Souvent , lorsqu'un nombre décimal a 
peu de chiffres, on Ténonce comme sHl était entier, c'est- 
à-dire en faisant abstraction de la virgule , et l'on indique 
ensuite Tordre des unités représentées par la dernière dé- 
cimale. Par exemple , on peut énoncer de cette manière le 
nombre 35,3o5.7 : 

trois cent cinq uantC' trois mille cinquante-sept dix-millièmes. 

Effeciivement , les 35 unités contenues dans le nombre 
dont il s'agit valent 35oooo dix-millièmes; ce nombre se 
compose donc de 35oooo dix-millièmes et de 3o57 dix^ 
millièmes, c'est-à-dire de 353o57 dix-millièmes. 

Remarque II. — Au contraire, lorsqu'un nombre déci- 
mal renferme un grand nombre de figures^ on décompose 
habituellement la partie décimale en tranches de trois chif- 
fres, à partir de la gauche. La dernière tranche à droite 
peut n'avoir que deux chiffres ou même qu'un seul chiffre; 
mais alors on écrit un ou deux zéros pour la compléter. 
Cela fait , on énonce d'abord la partie entière , puis chaque 



1 1. 
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tranche successivement, en indiquant Tordre décimal des 
unités représentées par soii dernier chiffre. 

Ainsi, le nombre 3, i4i 5926535897 s'énoncera r 

3 unités, \^\ millièmes y 5g2 millionièmes, 653 billionièmcs, 
589 trillionièmes, 700 quatrillionièmes. 

Réduction d'un nombre décimal en fraction ordinaire. 

192. Soit le nombre 35,3o57 dont le dernier chiffre 
exprime des dix-millièmes. Ce nombre, étant composé 
(n^ 191, Remarque I) de 353o57 dix-millièmes , est égal à 
une fraction qui a pour numérateur 353o57 et pour déno- 
minateur loooo; on peut donc écrire 

35,3057=^5^^. 

* lOOOO 

En général ; Pour réduire un nombre décimal en frac- 
tion, il suffit de supprimer la virgule et de diviser le résul- 
tat par l'unité suivie d'autant de zéros que le nombre 
proposé renferme de décimales. 

Réciproquement, pour écrire sous forme de nombre dé- 
cimal une fraction ayant pour dénominateur V unité suivie 
d'un ou de plusieurs zéros, il suffit d'écrire le numérateur 
et de séparer sur sa gauche, à l'aide d'une virgule, autant 
de décimales qxiily a de zéros dans ce dénominateur. 

Lorsque ce nombre de zéros est supérieur à celui des 
chiffres du numérateur de la fraction , on écrit à la gauche 
de celui-ci un ou plusieurs zéros, afin de rendre possible l'ap- 
plication de la règle précédente. Supposons, par exemple, 

35 
qu'il s'agisse de la fraction : on écrira o,oo35. 

ÏOOOO 

Remarque, — Les nombres décimaux sont souvent dési- 
gnés sous le nom de fractions décimales. On voit , par ce qui 
précède , qu'on peut définir une fraction décimale en disant 
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que c'est une fraction qui a pour dénominateur une puis- 
sance de lo. 

Addition des nombres décimaux, 

193. Pour faire V addition de plusieurs nombres déci- 
maux , on fait en sorte quils aient le même nombre de 
décimales y en plaçant y si cela est nécessaire y un ou plu- 
sieurs zéros à la droite d'un ou de plusieurs d^ entre eux. 
On les écrit ensuite les uns au-dessous des autres^ de ma- 
nière (jue les unités de même ordre soient dans une même 
colonne "verticale^jet Von opère comme s'il s'agissait de 
nombres entiers, en ayant soin de mettre dans la somme 
une "virgule à la place marquée par les virgules des nom- 
bres donnés. 

Supposons 9 par exemple, quMl s'agisse d'additionner les 

nombres 

3i4)i592, 986,96, 3,1 83. 

On dispose l'opération comme il suit : 

3i4)i592 

986,9600 

3,i83o 

i3o4,3p22 

La s(Mnnie cherchée est i3o4,3o22. 

On établit cette règle par un raisonnement identique à 
celui dont on fait usage pour l'addition des nombres en- 
tiers. On peut observer aussi que cette règle est une consé- 
quence de celle que nous avons donnée pour l'addition des 
fractions. En effet, les nombres qu'il faut ajouter ayant le 
même nombre de décimales, on peut les concevoir rem- 
placés par des fractions ayant pour numérateurs ces nom- 
bres eux-mêmes, dans lesquels on aurait supprimé les vir- 
gules, et ayant pour dénominateur commun l'unité suivie 
d'autant de zéros que ces nombres contiennent de décimales. 
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Cela étant, pour avoir la somme demandée, il faut ajouter 
les numérateurs et donner pour dénominateur au résultat le 
dénominateur commun^ or cela revient (n^ 192) à séparer 
sur la droite du résultat autant de chiffres décimaux qu'il y 
en a dans les nombres donnés. 

Remarque. — Dans la pratique , on se dispense le plus 
souvent de compléter les décimales, et l'on écrit simple- 
ment les nombres donnés au-dessous les uns des autres , de 
manière que les virgules se correspondent» L'opération est 
alors disposée comme il suit : 

31491592 
986,96 
3,i83 



i3o4,3o22 



Soustraction des nombres décimaux, 

194. Pour faire la soustration de deux nombres déci- 
maux y on fait en sorte quds aient le même nombre, de 
décimales, en mettant, si cela est nécessaire, un ou plu- 
sieurs zéros à la droite de l'un d^eux. On écrit ensuite le 
plus petit au-dessous du plus grand, de manière que les 
"virgules se correspondent, et Von opère comme s'il s'a- 
gissaà de nombres entiers, en ayant soin de mettre dans 
la différence une virgule à la place marquée par les vir- 
gules des nombres donnés. 

Supposons; par exemple, qu'il s'agisse de soustraire 

3149I592 de 986,96. On dispose l'opération comme il 

suit : 

986 ,9600 

3i4>i592 
672,8008 
La différence cherchée est 672, 8008 r 
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On établit cette règle par un raisonnement identique a 
celui dont on fait usage pour la soustraction des nombres 
entiers. On peut aussi la déduire de la règle générale que 
nous avons don&ée pour la soustraction des fractions. 

Remarque. — Quand le nombre à soustraire a moins de 
décimales que l'autre nombre, on se dispense habituelle- 
ment d'écrire des zéros à sa droite pour compléter les déci- 
males. Veut-on, par exemple, soustraire 98,69 de 3 1 4? 1 ^92 ^ 
on dispose l'opération comme il suit : 

3i4)i592 

98>% 
215,4692 

Multiplication des nombres décimaux. 

195. Pour multiplier deux nombres décimaux y on opère 
en faisant abstraction des virgules^ et Von sépare en- 
suite, sur la droite du produit obtenu^ autant de chiffres 
décimaux quily en a, tant au multiplicande quau mul^ 
tiplicateur. 

Soient, par exemple, 3,i4i et 9,86. Ces nombres sont 

respectivement ésaux aux fractions — -^ et ^i — • on a 
*^ ^ 1 000 1 00 

donc, par la règle de la multiplication des fractions , 
^ / ^ «A 3141X986 3141X986 

3,141 X <)>oO = — ■^ '■ =r —pi 2 — . 

^ 1000 X 100 lOOOOO 

Il suit de là que , pour avoir le produit des nombres 3, i4 i 
et 9,86, il suffit de multiplier ces nombres en faisant abs- 
traction de la virgule , et de diviser ensuite le produit obtenu 
par 100000, ce qui peut se faire en séparant sur sa droite 
cinq chiffres décimaux , c'est-à-dire autant qu'il y en a dans 
les deux nombres donnés. 
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On dispose ainsi l'opération : 

3,i4i 
9>86 

18846 
25128 
28269 

30,97026 

Remarque. — La règle précédente s'applique évidem- 
ment au cas où Tun des nombres qu'il faut multiplier est 
un entier. 

Di\nsion des nombres décimaux. 

196. Pour dii^iser deux nombres décimaux l'un par 
l'autre, on fait en sorte qu'ils aient le même nombre de 
décimales^ en écrii^ant un ou plusieurs zéros à la droite de 
l'un d'eux, s* il est nécessaire. On supprime ensuite la vir- 
gule, et l'on prend le quotient des entiers ainsi obtenus. 

Supposons , par exemple , qu'on veuille diviser 3 1 , 4 1 f^^ 

9,869 ; ou , 3 1 , 4io P^r 99869, en complétant les décimales. 

Les nouveaux nombres sont respectivement égaux aux frac- 

3i4io 0860 . j/ • . 

tions — - — et 2 — 2 QUI ont 1 000 pour dénominateur com- 
1000 1000 ^ * 

mun. On a donc, par la règle de la division des fractions, 

« , o/? 3i4io 1000 3i4ioX 1.000 

3i,4i : 9,869 = ^ X -Qg- = -3^ 1 

^' ^ 1000 9869 9869X1000 

ou, en supprimant le facteur 1000 commun aux deux termes 
de la fraction qui forme le dernier membre , 

o / . oa 3i4iO 

3.,4i: 9,869 = -pg^. 
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En extrayant l'entier contenu dans la fraction ^^ i on 
trouve 

« / an ^ l8o3 

3.,4':9.869 = 3 + p^- 

Remarque I. —La règle précédente ne doit subir aucune 
modification lorsque le dividende ou le diviseur est un nom- 
bre entier; car on peut considérer un entier comme un 
nombre décimal dont les cbifires décimaux sont des zéros. 
Supposons, par exemple, qu'on veuille diviser 98 par 
3i , 4 1 5, on écrit 98,000 au lieu de 98 ; alors , en appliquant 
la règle précédente , on trouve pour quotient 

98000 _ 3755 

3i4i5 3i4i5 

Remarque U. — Le quotient de deux nombres décimaux 
s'exprime , comme on voit , par une fraction ordinaire. Il 
peut se réduire à un entier, mais généralement il se com- 
pose d'une partie entière et d'une fraction plus petite que i . 
On verra plus loin comment cette fraction complémentaire 
peut être évaluée en décimales. 

Évaluation approchée des grandeurs et des nombres. 

197. Évaluer une grandeur à moins d'une unité, c'est 
trouver le plus grand nombre d'unités contenues dans cette 
grandeur. Ce nombre et le nombre immédiatement supé- 
rieur expriment la mesure de la grandeur- à moins d'une 
unité, le premier par défaut y le second par excès. Par 
exemple, si une longueur est plus grande que 35 mètres, 
mais qu'elle soit plus petite que 36 mètres, et si l'on prend 
le mèlre pour unité de longueur, les nombres 35 et 36 re- 
présenteront la longueur à moins d'une unité , le premier 
par défaut, le second par excès. 



170 TRAITÉ d'arithmétique. 

En général , évaluer une grandeur à moins de - 9 c'est 

chercher le plus grand nombre de fois que celte grandeur 
contient la n**'"* partie de l'unité. Si , par exemple , une 
grandeur est plus grande que m fois la n**"** partie de 
l'unité 5 et qu'elle soit plus petite que m H- i fois cette n'*"'' 

partie , les fractions — et expriment la mesure de la 

grandeur à moins de -? la première par défaut, la seconde 

par excès. 

Les définitions qui précèdent doivent s'entendre aussi des 
grandeurs évaluées en nombres. 

198. Pour évaluer une fraction à moins d'une unité, 
il suffit de prendre. F entier contenu dans cette fraction ou 
l'entier immédiatement supérieur. 

Soit la fraction — =; en extrayant l'entier qui y est con- 
tenu , on trouve 

355 '16 

= 3 H • 

ii3 ii3 

La fraction — 5 est ainsi comprise entre les entiers 3 et 4 ; 

355 , 
les nombres 3 et 4 sont donc des valeurs de — rr à moins d'une 

ii3 

unité, le premier par défaut, le second par excès. 

199. Pour év^aluer une fraction à moins de -? il suffit 

d'évaluer à moins d'une unité le produit de cette fraction 
parn^ et de diviser ensuite paru l'un des deux entiers 
consécutifs obtenus. 

En effet, supposons qu'on veuille évaluer la fraction -r 
à moins de - • Désignons par x le plus grand nombre de 
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y 



fientes contenus dans y 5 îl s'agit de déterminer le nombre x. 

On a d'abord - <! t ; et , en multipliant ces deux frac- 

n . o ^ 

tions par n , 

On a ensuite !>t; et, en multipliant ces deux frac- 

n b '- 

tions par n , 

d:4-i>— ^ 

On voit par là que la fraction — 7 — est comprise entre les 

deux entiers consécutifs x et x + 1 ; on aura donc le nombre 
inconnu x en prenant l'entier contenu dans la fraction 
aXn 

Remarque. — Si la fraction r peut être représentée exac- 
tement par une fraction ayant n pour dénominateur, on 
trouvera cette fraction en appliquant la méthode précé- 
dente. En effet, x désignant alors le nombre exact de /i'^''**^ 

contenus dans t? on a - = t? et, en multipliant par w, 

X = • 

h 

Ainsi la fraction — y — se réduit à un nombre entier qui 
est la valeur de x. 

Si la fraction y est irréductible, ce qu'on peut toujour» 

supposer, le cas que nous venons d'examiner ne peut avoir 
lieu que si n est un multiple de h (n*' 149). 
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200. Exemple, — Proposous-iious d'évaluer la fraction 

355 , • j 1 T j • 355 ^485 ,, 

— :r a moins de — Le produit — :r X 7 est ^ : 1 entier 

ii3 7 ^ ii3 ' ii3 

contenu dans cette fraction est ai. Par conséquent, les va- 

355 • • I 21 22 

leurs de — r à moins de -» sont — et — • La seconde de ces 
ii3 7 7 7 

22 355 

fractions — diilere peu de — ^* On trouve, en faisant le 
7 ^ ii3 

22 355 1 22 

calcul , :r = ; d'où Ton voit qu'en prenant — au 

' 7 ii3 791 ^ r rj 

355 , . I 

lieu de — r? l'erreur commise est seulement 

ii3 791 



Condition pour qu une fraction ordinaire puisse être 
coni^ertie en fraction décimale. 

SOI. On a vu que les opérations sur les nombres déci- 
maux s'exécutent identiquement de la même manière que les 
opérations relatives aux nombres entiers, tandis que le calcul 
des fractions ordinaires est beaucoup moins simple. Aussi , 
dans la pratique, n'opère-t-on presque jamais que sur des 
nombres décimaux ; et , quand il se présente des fractions 
ordinaires, on les évalue en décimales, soit exactement, 
soit approximativement. 

Nous allons chercher d'abord la condition pour qu^une 
fraction ordinaire puisse être convertie exactement en 
fraction décimale. Nous ferons connaître ensuite un pro- 
cédé pour évaluer une fraction en décimales , exactement 
quand cela est possible, et à une approximation donnée 
dans le cas contraire. 

202, Théorème. — Pour gu une fraction ordinaire irré- 
ductible puisse être con\^ertie exactement en fraction déci- 
male, il faut et il suffit que son dénominateur ne renferme 
aucun facteur premier différent de 2 ou de 5 . 
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1°. Cette condition est nécessaire. En effet, soit t une 



fraction irréductible qu'on suppose pouvoir être convertie 

en fraction décimale. Cette fraction décimale étant supposée 

écrite sous forme de fraction ordinaire , désignons par N 

son numérateur, et par m l'exposant de la puissance de lo 

^uiibrme son dénominateur; on a 

a N 

6~ 10"' 

multipliant de part et d'autre par lo'", il vient 

aX lo" „ 

— ^— = N, 

ce qui montre que la fraction 7 se réduit à un entier. 

Donc b divise le produit ax io"*j et, comme il est pre- 
mier avec a, il divise 10"* 5 par suite, b ne contient que 
les facteurs 2 et 5 , puisque ce sont les seuls qui entrent 
dans 10"*. 

2**. Cette condition est suffisante. En effet, soit ■=• une 

' b 

fraction irréductible dont le dénominateur ne renferme au- 
cun facteur premier différent de 2 ou 5 . Puisque 10 = 2 X 5, 

il est évident que la fraction -. se réduira à un entier, 

si Ton prend pour m l'exposant de celui des facteurs 2 et 5 
qui figure dans b avec le plus fort exposant. En désignant 
donc cet entier par N, on a 

fl X 10" „ 

7 = N, 



et, en divisant par 10'", 



a_ N 
6"~ 10"* 
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La fractioD -r esl donc égale à nue firactkm qoi a pour 

dénommatenr nne puissance de lo ; en d'antres termes, elle 
est convertible en fraction décimale. 

CoaoïxAiMS. — Lonquune fraction ordmam ùrédaC' 
tihle est canveriible en un nombre dêdmal, ce nombre 
décùnal a autant de chiffres décimaux guûjr a d'uniiés 
dans l'exposant de celui des facteurs a et S qui figtire 
dans le dénominatewur de la fraction avec le plus fort 
exposant. 

Évaluation d'une fraction en décimales, 

203. On Tient de ¥oir qa'nne fraction ordinaire n'est 
pas toujours susceptible d'être exprimée exactement par 
un nombre décimal ; mais on peut , dans tous les cas, Féva- 

luer en décimales à moins de — » 9 etc.* à Tolonté. 

10 \oo 

EfléctiTement, d*apres la règle du n^ 199, pour évaluer 

une fraction à moins de —-rj il suffit y 1^ de multiplier le 

nwnérateur par 10*, ce qm se fan en écrivant n zéros à 
sa droite; a^ de prendre le quotient entier de la division 
du produit par le dénominateur; 3^ de diviser ce quotient 
par 10% ce qui peut se faire en séparant sur sa droite 
n chiffres décimaux. 
Le mMnbre décimal ainsi obtenu exprime la valeur de la 

fraction ordinaire à moins de — par défaut. Il est même 

lO" ' 

la valeur exacte de cette fraction, si le dénominateur de 
celle-ci, supposée irréductible, est un diviseur de 10" 
(n*^ 199, Bemanpte). 

904. Exemple, — Supposons qu on veuille évaluer la 

355 , . I 

fraction — ^ à moins de — - ou 0,000001. Nous écrivons 
ii3 10* 



LES FRACTIONS ET LES NOMBRES DÉCIMAUX. 1^5 

6 zéros à la droite du numérateur, et nous divisons le ré- 
sultat par le dénominateur. 

355oooooo ii3 
i6o 3 141592 

470 
180 
670 
io5o 
33o 
104 

Le quotient trouvé est 3141^9^9 et il ne reste plus qu'à sé- 
parer sur sa droite 6 chiiTres décimaux; on a ainsi 

773=3,141092 

à moins de 0,000001 par défaut. En augmentant la der- 
nière décimale d'une unité, on aurait une valeur approchée 
par excès à moins de 0,000001. 

On se dispense habituellement d'écrire à la droite du 
numérateur les zéros : on les abaisse successivement à la 
droite des restes qui doivent servir de dividendes partiels; 
l'opération se trouve alors disposée comme il suit : 

ii3 



355 
ï6o 
470 
180 
670 
io5o 



3, 141592 



33o 
104 



Après avoir fait la division de 355 par ii3, division qui 
donne le quotient 3, on a placé la virgule décimale à la 
droite de ce quotient. Effectivement, le nombre des chiffre* 
qu'il reste à trouver au quotient est égal au nombre de» 
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zéros qui sont censés écrits à la droite de 355, c'est-à-dire 

à 6^ ces'chiiTres sont donc tous des décimales. 

205. D'après ce qui précède, on peut énoncer la règle 
suivante : 

Pour évaluer une fraction en décimales, à moins d'une 
unité d'un certain ordre, on div^ise le numérateur par le 
dénominateur et Von place une virgule à la droite du quo- 
tient^ lequel dei^ra être remplacé par un zéro si le numé- 
rateur est moindre que le dénominateur» On écrit un zéro 
à la droite du reste obtenu^ et Von dmse le résultat par le 
dénominateur; le quotient est le premier chiffre décimal. 
On écrit un zéro à la droite du nouveau reste obtenu, et 
l'on divise le résultat par le dénominateur^^ le quotient est 
le deuxième chiffre décimal. On continue ainsi jusqu'à 
ce qu'on ait obtenu toutes les décimales qu'on acculait 
avoir. 

206. Si l'on applique la règle précédente à une fraction 
convertible en fraction décimale , on arrive , après un cer- 
tain nombre de divisions partielles , à un reste nul , et l'on 
obtient, en décimales, la valeur exacte de la fraction. 

Considérons, par exemple, la fraction -^ qui est conver- 
tible en fraction décimale, puisque son dénominateur est 
une puissance de 2. 



110 
i4o 
120 
80 

G 



16 



0,6875 



On trouve un reste nul à la quatrième division partielle, 
et l'on a exactement, 

•^ = 0,6875. 
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207. Si au contraire il s'agit d'une fraction non réduc- 
tible exactement en fraction décimale, on pourra pour- 
suivre indéfiniment l'application de la règle du n**205, 
sans jamais arriver à un reste nul. On exprime ce fait 
en disant qu€ la fraction ordinaire se réduit en unefrac^ 
tion décimale d'un nombre illimité de chiffres décimaux. 
Si, dans cette fraction décimale illimitée, on prend succes- 
sivement une décimale, puis deux, puis trois, etc., on 
aura les valeurs approchées de la fraction ordinaire , à moins 
de 0,1, de 0,01, de 0,001, etc., respectivement. L'erreur 
commise en prenant successivement ces diverses valeurs 
à la place de la fraction ordinaire pouvant ainsi devenir 
moindre que telle fraction que l'on voudra, on dit que la 
fraction ordinaire est la limite de la fraction décimale illi- 
mitée lorsqu'on prend dans celle-ci un nombre de décimales 
de plus en plus grand. 

En général , lorsque les valeurs successives d'une quan- 
tité variable s'approchent indéfiniment d'un nombre dé- 
terminé , ce nombre est dit la limite de la quantité variable. 

5 
Prenons pour exemple la fraction -? et appliquons-lui la 

règle du n^ 205. 

5o 

lO 

3o 
20 
60 
40 



0,71428. 



5 
Les valeurs approchées d^ - à moins de 0,1, dç 0,01 , de 

7 



I!l 



178 TRAITÉ d'arithmétique. 

O5O01 , de 0,000 ï , de 0,00001 ,. . . sont respectivement 

0,7, 0,71, 0,714, 0,7142, 0,71428, 

et l'on a 

5 

- = limite de 0,7 1428. . . . 

7 

Des fractions décimales périodiques , 

208. On nomiae fraction décimale périodique une frac- 
tion décimale d'un nombre illimité déchiffres décimaux 
dans laquelle ces chiffres se reproduisent périodiquement, 
et dans le même ordre, à partir d'un certain rang. 

L'ensemble des chiffres qui se reproduisent ainsi pério- 
diquement se nomme la péiiode. 

Une fraction décimale périodique est dite périodique 
simple si la première période commence immédiatement 
après la virgule; elle est dite périodique mixte, dans le 
cas contraire'; et alors les chiffres qui précèdent la première 
période constituent la partie non périodique. 

Ainsi 

0,267267267. . . 

est une fraction décimale périodique simple dont la période 
est 267. 

Pareillement , ,. 

0,73267267267. . . 

est une fraction périodique mixte dont la période est 267. 
La partie non périodique est 73. 

209. Théorème, — Lorsqu'une fraction ordinaire se 

réduit en une fraction décimale d'un nombre il/imité de 

chiffres, cette fraction décimale est périodique. 

5 
Soit la fraction — Pour la réduire en fraction décimale, 

7 
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on opère de la manière suivante : 

5o 

lO 

3o 
20 



7 



0,71428571 . .. 



60 
40 
5o 



•10 
3o 



On divise 5 par 7, ce qui donne pour quotient o , et pour 
reste 5. On écrit un zéro au quotient, et l'on place une 
virgule à sa droite. On écrit ensuite un zéro à la droite du 
reste 5, et Ton divise le résultat 5o par y ; le quotient 7 est 
la première décimale. On écrit un zéro à la droite du reste i , 
et Ton divise le résultat 10 par 7 •,1e quotient i est la deuxième 
décimale-, et Ton continue ainsi indéfiniment. Or, dans 
toutes les divisions partielles, le diviseur est constamment 75 
par conséquent , les restes que l'on obtient sont tous plus 
petits que 75 d'ailleurs aucun d'eux ne peut être nul, car 

alors la fraction - serait réductible en une fraction déci- 

7 
maie d'un nombre limité de chiffres. Donc , dans le cours de 

l'opération, on ne peut obtenir, au plus, que 6 restes diffé- 
rents, savoir i, 2, 3, 4i 5,6. Il résulte de là qu'après 
avoir écrit, au plus, 6 chiffres décimaux au quotient, on 
obtiendra un reste dt^à obtenu. Alors on sera évidemment 
dans les conditions où Ton était la première fois qu'on a 
trouvé ce reste : en d'autres termes , on sera conduit à exé- 
cuter, à partir de ce moment, la mémo série d'opérations 
qu'on avait à effectuer antérieurement; d'où il suit que les 
restes et que les chiffres écrits au quotient se reproduiront 

périodiquement. 

1:1. 
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Corollaire. — Lorsqu une fraction ordinaire se réduit 
en une fraction décimale périodique, le nombre des chiffres 
de la période, augmenté du nombre des chiffres de la partie 
non périodique y donne une somme moindre que le déno- 
minateur de la fraction ordinaire. 

Recherche de la fraction génératrice d^une fraction 

décimale périodique donnée, 

2t0. Nous allons maintenant établir que toute fraction 
décimale périodique a pour limite , ou , comme Ton dit 
aussi, -pour faction génératrice, une fraction ordinaire. 
Nous donnerons en même temps le moyen de revenir de la 
fraction périodique à la fraction génératrice. 

Soit, en premier lieu-, une fraction décimale périodique 
simple, sans partie entière^ par exemple, 

0,267267267. . . . 

Désignons par x la limite de cette fraction. 

Soit a la valeur approchée de x , obtenue en prenant un 
nombre de périodes limité , que je supposerai égal à 3 pour 
fixer les idées. On aura 

(i) « = 0,267267267. 

La période ayant trois chiffres , la valeur de a sera mul- 
tipliée par 10' ou 1000, si Ton transporte la virgule après 
la première période ; on aura donc 

1 000 a z= 267 , 267 267 . 

Cette valeur de 1 000 a contient à sa partie décimale une 
période de moins que la valeur de a; et Ton voit que pour 
avoir le même nombre de périodes il suffit d'ajouter à la va- 
leur de 1000 a la fraction 0,000000267 ou —'^ 

donc 

267 



1000^ 



on aura 



(2) 



1000 a -I ^ = 267,267267267. 



1000 
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Cela posé, les seconds membres des égalités (i) et (2) 
ont la même partie décimale; et, en retranchant ces deux 
égalités l'une de l'autre , membre à membre, on obtient 

999" + !^ = ^^'' 
puis, en divisant par 999, il vient 

267 267 



"^ 999 X looo' 999 

et , par conséquent , 

267 267 

"" ~" 999 ~ 999 X ïooo' 
Si Ton avait désigné par a la valeur approchée de x, 
obtenue en prenant n périodes, on aurait trouvé 

267 267 

"* ~ 999 "" 999 X iGoo»' 
Pour des valeurs de plus en plus grandes attribuées à ^t, la 

fraction = prendra des valeurs de plus en plus 

999 X 1000" ^ * ^ 

petites, et pourra devenir moindre que toute quantité 
donnée; d'où il suit que la quantité a a pour limite la 

fraction — -' On a donc 
999 

267 

999 

211 . De ce raisonnement, qui est général , on conclut le 
théorème suivant : 

Théorème L — La fraction ordinaire génératrice d'une 

fraction décimale périodique simple sans partie entière , 

a pour numérateur la période, et pour dénominateur un 

nombre Jormé d^ autant de g cjuil y a de chiffres dans la 

pénode. 

Remarque, — La fraction ordinaire formée d après le 
théorème précédent peut souvent être réduite à une exprès- 



]82 TRAITÉ d'aIUTBMÉTIQUE. 

sion plus simple. 11 est très-important d*observer que le 
déiaominateur de cette fraction , étant formé de chiiTres 9, 
n'admet ni le facteur a ni le facteur 5 ; il en sera donc de 
même , à plus forte raison , quand on aura réduit cette frac- 
tion à sa plus simple expression. De là , on conclut ce théo- 
rème : 

Théorème IL — Le dénominateur de la fraction irré- 
ductible génératrice d'une fraction décimale périodique 
simple ne renferme ni le facteur 2 ni le facteur 5. 

212. Soit maintenant une fraction décimale périodique 
mixte sans partie entière-, par exemple, 

0,34267267267. ... 

Désignons par x sa limite. Soit a la valeur approchée de Xj 
obtenue en prenant un nombre de périodes limité, et que 
je supposerai cgal à 3, pour iixer les idées. On aura 

a r= 0,34267267267. 

La valeur de a sera multipliée par 10* ou 100 si l'on trans- 
porte la virgule après la partie non périodique ] on aura donc 

(i) 100 a = 34*267267267. 

Pareillement , la période ayant trois chiffres , la valeur de 
100 a sera multipliée par lo'* ou 1000 si Ton transporte la 
virgule après la première période ; on aura donc 

1000 X 100 « = 34267,267267. 

Cette valeur de 1000 X 100 a contient à sa partie décimale 
une période de moins que la valeur de 100 a; et l'on voit 
que , pour avoir le même nombre de périodes, il suffit d'ajou- 
ter, à la valeur de 1 000 X 100 a, la fraction 0,000000267 ou 

— -^ • On aura donc 
1000' 

(2) jooo X 100^ H ~ =: 34267,267267267. 
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■ 

Cela posé, les seconds membres des égalités (i) et (2) 
out la même partie décimale^ et, en retranchant ces deux 
égalités Tune de Tautre , membre à membre , on obtient 

999 X 100 « -f. j^^ = 34267 - 34 ; 

d'où , en divisant par 999 X 1 00 ou 99900 , 

a ^ ^67 _ 34267 — 34 ^ 

99900 X 1000' 999^^ ' 

et, par conséquent, 

^ 34267 — 34 267 

'" 99900 " 99900 X 1000^* 
Si Ton avait désigné par a la valeur approchée de x , 
obtenue en prenant n périodes , on aurait trouvé 

34267 — 34 267 

"* ~ ~ 99900 99900 X lOGO»»' 

Pour des valeurs de plus en plus grandes attribuées kn ^la. 

fraction prendra des valeurs de plus en plus 

99900 X looo's * r r 

petites , et pourra devenir moindre que toute quantité don* 
née; d'où il suit que la quantité a a pour limite la frac- 
tion --^ — -* On a donc 

99900 

^ _ 34267 - 34 
99900 

213. De ce raisonnement, qui est général , on conclut ce 
théorème : 

Théorème III. — La fraction ordinaire génératrice 
d* une fraction décimale périodique mixte sans partie en- 
tière a pour numérateur V ensemble de la partie non pério- 
dique et de la période, diminuée de la partie non pério- 
dique^ et , pour dénominateur, un nombre formé d'autant 
de 9 qu'il y a de chiffres dans la période ^ suivis d'autant 
de zéros quilj a de chiffres dans la partie non périodique. 
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Remarque L — Le numérateur de la fraction ordinaire, 
fournie par le théorème précédent, ne peut être terminé par 
un zéro. En effet, pour que cela pût avoir lieu, il faudrait 
que le dernier chiffre de la partie non périodique fût le 
même que le dernier chifïre de la période. Mais alors la 
période commencerait réellement un rang plus tôt qu'on 
ne l'a supposé. Par exemple, la période étant 267, il fau- 
drait que le dernier chiffre non périodique fût un 75 alors 
la période serait 726 et non 267, contrairement à l'hypo- 
thèse. 

Remarque II. — La fraction ordinaire, fournie par le 
théorème précédent . peut souvent être réduite à une expres- 
sion plus simple. Il est très-important d'observer que le 
dénominateur de cette fraction , étant formé de chiffres 9 
suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres non périodiques 
dans la fraction décimale, renferme chacun des facteurs 2 
et 5 autant de fois que l'indique le nombre de ces zéros. 
D'ailleurs, le numérateur de la fraction n'étant pas terminé 
par un zéro, ne peut renfermer qulun seul des facteurs 2 
et 5. Donc , quand on réduira cette fraction à sa plus simple 
expression, si elle n'est déjà irréductible, son dénominateur 
conservera un au moins des facteurs 2 ou 5, avec un expo- 
sant précisément égal au nombre des zéros qui le terminent. 
On conclut de là le théorème suivant : 

Théorème IV . — Le dénominateur de la fraction irré- 
ductiblej génératrice d'une fraction décimale périodique 
mixte y contient nécessairement Vun des facteurs premiers 
a et 5 ai^ec un exposant précisément égal au nombre des 
chiffres de la partie non périodique. Il peut aussi conte- 
nir l'autre a^ec le même exposant ou ai^ec un exposant 
moindre. 

214-. Nous n'avons considéré que les fractions décimales 
périodiques sans partie entière. Dans le cas où il y en a 



LES FRACTIONS ET LES IVOMBRES DÉCIMAUX. l85 

une, on en fait abstraction d'abord, et on l'ajoute ensuite 
à la fraction génératrice trouvée. Ainsi la fraction généra- 
trice de 

34*267267267. . . 
a pour valeur 

34 I ^^"7 ^ ^4 X 999 4- 267 

999 999 
ou , à cause de 999 = 1 000 — i , 

34 X (1000 — i) -h 267 34267 — • 34 

999 ~ 999 

Pareillement , la fraction génératrice de 

25,34267267267. . . 
est 

^ 34267 — 34 _ 25 X 999^*0 -+- 34267 — 34 
999ÔÔ "" 99900 ' 

ou, à cause de 99900 = 1 00000 — 100, 

25 X (i 00000 — 100) -f- 34267 — 34 _ 2534267 — 2534 

99900 99900 

Les théorèmes II et IV s'appliquent évidemment aux frac- 
tions décimales périodiques qui ont une partie entière. 

« 

215. Des théorèmes II et IV, on déduit les suivants : 

Théorème V. — Lorsque le dcnominateur d'une frac- 
tion ordinaire irréductible ne renferme ni le facteur 1 ni 
le Jacteur 5, cette fraction engendre une fraction déci- 
male périodique simple. 

En ellet, cette fraction ne peut se réduire en une frac- 
tion décimale d'un nombre limité de chiffres (n°203); 
donc elle donne naissance à une fraction décimale pério- 
dique (n** 209). Enfin cette fraction décimale, d'après le 
théorème IV, ne peut être périodique mixte 5 donc elle est 
périodique simple. 

Théorème VI. — Lorsque le dénominateur d'une frac- 
lion ordinaire irréductible renferme l'un des facteurs 2 
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OU 5, OU tous les dcuXj a^ec d'autres facteurs, la fraction 
engendre une fraction décimale périodique mixte^ dans 
laquelle le nombre des chiffres non périodiques est égal au 
plus grand des exposants de i et de 5 contenus dans le 
dénominateur de la fraction ordinaire. 

En effet, cette fraction ne peut se réduire en une frac- 
tion décimale d'un nombre limité de chiffres (n*' 203)^ 
donc elle donne naissance à une fraction décimale pério- 
dique (n** 209). Cette fraction décimale ne peut, d'après le 
théorème III , être périodique simple \ donc elle est pério- 
dique mixte. Enfin, d'après le théorème IV, le nombre des 
chiffres de la partie non périodique est égal au plus grand 
des exposants des facteurs 2 et 5 , contenus dans le déno- 
minateur de la fraction ordinaire. 

216. Lorsqu'une fraction décimale périodique a g pour 
période, on obtient sa limite en prenant la partie en- 
tière suiv^ie de la partie non périodique , s'il y en a une, 
et en augmentant d'une unité le dentier chiffre du résultat 
obtenu. 

Soit d'abord la fraction périodique simple 

34>999- • •' 
et désignons par x sa limite. On a (n^ 2H , théorème I) 

9 
c'est-à-dire 

X = 35. 
Soit, en second lieu, la fraction périodique mixte 

27>34999--> 
et désignons par x sa limite. On peut écrire 

a: = 27,34 -t- limite de 0,00999. . . . 

Or la limite Ac 0,00000... est -^ ou ( 11^^213, 

^ ^^^ 900 100 ^ 
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llléor. III). On a donc 

JT =r 27,34 -I- 0,01 = 27,35. 

Il résulte de là que , quand on applique à une fraction ordi- 
naire la règle du n*^ 203, la fraction décimale que Ion 
obtient, si elle est périodique, ne peut jamais avoir 9 pour 
période. 

Questions proposées. 

1. Trouver la condition pour qu'une fraction irréduc- 
tible puisse être convertie en une fraction ayant pour déno- 
minateur une puissance d'un nombre donné/;. 

2. Démontrer que si une fraction ordinaire irréductible 
donne naissance à une fraction décimale périodique simple, 
la période ne peut commencer avant la virgule, à moins 
que le numérateur de la fraction ordinaire ne soit terminé 
par un zéro. 

3. Démontrer que si le dénominateur d'une fraction 
ordinaire irréductible est un nombre premier autre que 2 
et 5, et si cette fraction donne naissance à une fraction dé- 
cimale dont la période ait un nombre pair 2 n de chiffres : 
i^ les n premiers chiffres, ajoutés respectivement avec 
les n derniers, donneront des sommes toutes égales 39; 
2*^ les restes correspondant aux n premiers chiffres , ajoutés 
respectivement avec ceux qui correspondent aux n derniers, 
donneront des sommes toutes égales au dénominateur de la 
fraction ordinaire. 

4. Démontrer que, si Ton réduit en fractions décimales 
deux fractions irréductibles de même dénominateur, les 
périodes des deux fractions décimales auront le même nom- 
bre de chiffres. 

5. Démontrer que , si j et ^ sont deux fractions irréduc- 
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tîbles donnant lieu à des fractions périodiques simples dont 
les périodes aient b — i chiffres , et que Ton range en cercle 
les chiffres de chaque période , de manière qu'il n'y ait plus 
ni premier ni dernier chiffre , les deux cercles obtenus se- 
ront identiques. 

6. - est une fraction irréductible qui engendre une frac- 
P 

tion décimale périodique simple, dont la période a ^ — i 
chiffres. En divisant p par lo, on ne peut trouver pour 
reste que l'un des quatre nombres i, 3, 7, 9, car autre- 
ment p contiendrait Tun des facteurs 2 ou 5. On a donc 
p=ioy-|-i, ou ^ = 10^ + 3, ou p = loq -i-y^ ou 
^ = 10^-4-9. ^^'* P^^^ 9 ^^ demande de démontrer que : 

1^. Si ^=: lO^H- I, chacun des 10 chiffres o, i, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9 se trouve précisément q fois dans la pé- 
riode de la fraction décimale 5 

2°. Si p = io^-|-3, chacun des 10 chiffres se trouve 
précisément q fois dans la période , à Texception de 3 et 6 
qui y entrent ^ -h i fois 5 

3°. Si p = 10 y H- 7, chacun des chiffres o , 3,6, 9 se 
trouve précisément g fois dans la période, et chacun des 
autres chiffres, savoir i, 2, 4 5 5, 7, 8, s'y trouve q+i 
fois; 

4*^. Si p = ioq -hd^ chacun des 10 chiffres se trouve 
précisément q -hi fois dans la période, à Pexception de o 
et 9 qui n'y entrent que q fois. 

On aura un exemple d'une fraction - engendrant une 

fraction décimale périodique simple dont la période a p — i 
chiffres, en prenant pour a un entier quelconque, et pour 
p l'un des nombres premiers 7, 17, 19, 23, 29, 47? 
59961,97. 
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Notions préliminaires, 

217. Si deux grandeurs sont multiples d'une même troi- 
sième grandeur, celle-ci est dite une commune mesure des 
deux premières. 

Deux grandeurs sont commensurables ou incommensu- 
rables suivant qu'elles ont une commune mesure ou qu'elles 
n'en ont pas. 

Si une grandeur a une commune mesure avec l'unité , 
celte commune mesure est égale à Funité elle-même ou à 
une partie aliquote de l'unité. Dans le premier cas, la 
grandeur est mesurée par un nombre entier; dans le second 
cas, elle est mesurée par un nombre fractionnaire (n° 139). 
Réciproquement, une grandeur mesurée par un nombre 
entier ou par un nombre fractionnaire est commensurable 
avec l'unité, car elle est un multiple de l'unité ou d'une 
partie aliquote de l'unité. 
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On définit le nombre qui mesure une grandeur incom- 
mensurable avec Tunilé, en disant que cest un nombre 
plus grand que les nombres qui mesurent les grandeurs 
plus petites que la grandeur donnée , et plus petit que les 
nombres qui mesurent les grandeurs plus grandes que la 
grandeur donnée. 

218. Un nombre est dit comniensurable ou rationnel si 
Ja grandeur dont il exprime la mesure est commensurable 
avec l'unité. Il est dit incommensurable ou irrationnel dans 
le cas contraire. 

On voit que les nombres commensurables sont les 
nombres entiers et les nombres fractionnaires que nous 
avons considérés exclusivement jusqu'ici. 

La définition des nombres incommensurables^ donnée plus 
haut, permet d'évaluer, à l'aide d'un nombre fractionnaire, 
et avec une approximation aussi grande qu'on le veut, un 
nombre incommensurable quelconque, pourvu que la gran- 
deur dont il exprime la mesure soit définie avec précision. 

Considérons, en effet, une grandeur incommensurable 

avec l'unité. Evaluons cette grandeur à moins de- (n^ 197), 

et soient — et les valeurs approchées que nous obte- 
nons. Le nombre qui mesure la grandeur dont il s'agit 
fiera , par dennition , compris entre — et ; par consé- 
quent, en prenant à sa place l'une ou l'autre de ces deux 
fractions, l'erreur commise sera moindre que -• 



n 



De la racine carrée, 

219. La racine carrée d'un nombre N est le nombre qu'il 
faut élever au carré pour reproduire N. Ainsi, aS étant le 
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carré de 5, la racîne carrée de 25 est 5. Pareillement, - 

9 

étant le carré de -r 5 la racine carrée de ~ est tt* 

3 93 

Pour représenter la racine carrée d'un nombre , on écrit 

d'abord ce nombre , et Ton place à sa gauche le signe ^ 

nommé radical. 



Ainsi V'^S, i/~ représentent respectivement les 



racines 



carrées de 25 et de -• 

9 

220. Tout nombre qui est le carré d'un nombre entier ou 
fractionnaire est dit un can^é parfait. 

Nous avons vu (n° 178) qu'un nombre entier, qui n'est 
pas le carré d'un nombre entier, ne peut être le carré d'une 
fraction ; ce n'est donc pas un carré parfait. Pareillement , 
une fraction irréductible dont les deux termes ne sont pas 
des carrés parfaits ne peut être elle-même un carré par- 
fait (nM 79). 

Les nombres entiers et fractionnaires étant les seuls que 
nous connaissions jusqu'ici , la définition du n*^ 219 n'offre 
un sens précis qu'à l'égard des nombres qui sont des carrés 
parfaits. On définit la racine carrée d'un nombre N qui n'est 
pas un carré parfait, en disant que cest un nombre incom- 
mensurable plus grand que les nombres dont les carrés 
sont inférieurs à^ et plus petit que les nombres dont les 

carrés sont supérieurs à N. Il est facile de voir que yN est 
effectivement un nombre, conformément à la définitioti 

générale du n^ 139, c'est-à-dire que \/]N peut exprimer la 
mesure d'une grandeur. Considérons, par exemple , le che- 
min parcouru par un mobile partant d'un point d'une ligne 
droite indéfinie et se mouvant sur cette droite toujours dans 
le même sens. Le chemin dont il s'agit croîtra d'une ma- 
nière contin9c à partir de zéro ^ le carré du nombre qui le 
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mesure, d'abord moindre que N, finira par devenir plus 
grand que JV. On conçoit qu'à un certain moment le chemin 
parcouru sera plus grand que toutes les longueurs mesurées 
par les nombres dont les carrés sont inférieurs à N , et plus 
petit que les longueurs mesurées par les nombres dont les 
carrés sont supérieurs à N ^ à ce moment , le chemin par- 
couru par le mobile sera mesuré par v^N (n^ 217). 

221. L'opération par laquelle on détermine la racine 
carrée d'un nombre est dite extraction de la racine carrée. 

La question que nous nous proposons de résoudre peut 
être énoncée dans les termes suivants : 

Étant donné un nombre N entier ou fractionnaire, 
extraire sa racine carrée exactement , si N est un carré 
parfait y et à une approximation donnée y dans le cas con- 
traire. 

Mais il est nécessaire , avant d'entrer en matière, de faire 
connaître quelques propriétés des carrés. 

Composition du carré d*une somme de deux parties. 

222. Théorème. — Le carré d^une somme de deux par- 
ties est égal au carré de la première partie ^ plus deux fois 
le produit de la première partie par la seconde , plus le 
carré de la seconde partie. 

Soit la somme 7-1-5. Son carré (7 + 5)* est le produit 
de deux facteurs égaux à 7 -h 5 ; on obtiendra donc ce 
carré (n° 70) en multipliant 7 4-5 par 7, puis 7^-5 par 5, 
et ajoutant ensuite les deux sommes. Or le produit de 7 -h 5 
par 7 est 7X7 + 7X5 ou 7*4-7X5^ le produit de 
7^-5 par 5 est 7 X 5 4- 5 X 5 ou 7X5-1-5*; donc 
(7 4- 5)* = 7* 4- 7 X 5 4- 7 X 5 -h 5% ou 

(7 4-5)' = 7'4-2X7 x54-5^ 

Corollaire L — Le carré d'un nombre composé d^ 
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fUzaines et d* unit es est égal au carré des dizaines, plus 
deux fois le produit des dizaines par les unités, plus le 
carré des unités. 

Corollaire II. — La différence des carrés de deux 
nombres entiers consécutifs est égale au double du plus 
petit nombre, augmenté d'une unité. 

Soient aeia + i deux entiers consécutifs. On a , en vertu 
du théorème précédent , 

{a -i- i)' = a' -I- 2«4- ï^ 

et 5 par conséquent , 

(a -f- 1 )' — fl' = 2 a -I- I . 

Remarques sur les carrés des nombres entiers, 

223. Lesneuf premiers nombres 

I, 2, 3, 4> 5, 6, 7, 8, 9, 
ont pour carrés 

I, 4, 9, i6, 25, 36, 49, 64, 8i. 

L'inspection de cette Table conduit à quelques remarques 
utiles. 

Observons d'abord que le carré d'un entier composé de 
dizaines et d'unités est terminé par le même cbiffre que le 
carré de ses unités. Cela résulte évidemment de la règle 
même de la multiplication, ou du corollaire I du n^ 222. 

D'après cela, on voit que : 

I®. Les carrés des entiers terminés par i ou par g sont 
terminés par 1 5 

2^. Les carrés des entiers terminés par 2 ou par 8 sont 
terminés par 4 5 

3**. Les carrés des entiers terminés par 3 ou par y sont 
terminés par 9 ; 

i3 
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4^. Les carrés des entiers terminés par 4 ou par 6 sont 
terminés par 6 •, 

5°. Les carrés des entiers terminés par 5 sont eux^ 
mêmes terminés par 5. 

On peut ajoutei* que les carrés des entiers terminés 
par 5 sont terminés par 25. En effet, soii le nombre 
i35 = i3o-f-5 5ona(n°222) 

i35»= i3o»4- 2X i3oX 5+5', 

La première partie de cette valeur de i35*, savoir i3o*, 
est un nombre terminé par deux zéros \ il en est de même de 
la deuxième partie 2Xi3ox5 ou i3oXio. Par consé- 
quent, les dizaines et les unités du carré de i35 proviennent 
uniquement du carré 25 du chiffre des unités. Le carré de 
i35 est donc terminé par les chiffres 2 et 5. 

Remarquons aussi que les carrés des entiers terminés 
par I, 2, 3, etc., zéros, sont terminés par 2, 4) 69 ^^c., 
zéros (n« 39). 

224. De ce qui précède il résulte que : 

I**. Un nombre entier terminé par l'un des chiffres 2, 
3, 7, 8 n est pas un carré parfait; 

2®. Un nombre entier terminé par 5 , et dont le chiffre 
des dizaines est différent de 2 , n'est pas un carré parfait; 

3®. Un nombre entier terminé par un zéro ou par un 
nombre impair de zéros n'est pas un carré parfait. 

Cette dernière conséquence résulte aussi du théorème du 
n® 131. Soit, en effet, 27000. Ce nombre étant terminé 
par un nombre impair de zéros contient un , au moins , 
des facteurs 2 et 5 avec un exposant impair; il ne peut donc 
être un carré parfait. 

En général , uq nombre entier ne peut être un carré par- 
fait (n^ 131) si, étant divisible par une puissance impaire 
d'un nombre premier, il ne Test aussi par la puissance 
immédiatement supérieure. Si, par exemple, on reconnaît 
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qu^un entier est divisible par 3 sans être divisible par 9, on 
pourra affirmer que cet entier n'est pas un carré parfait. 

225. Les carrés des puissances de 10, savoir : 

10, 100, 1000, lOOOO,..., 

sont, respectivement, 

100, 10000, I 000000, I 00000000, 



• • t • 



Il résulte , de cette observation, que la racine carrée d'un 
nombre plus petit que 100 n^a qu'un chiffre à sa partie en- 
tière, que celle d'un nombre compris entre 100 et loooo a 
deux chiffres à sa partie entière , etc. 

Extraction, à moins d'une unité y de Id racine carrée 
d'un nombre entier ou fractionnaire, 

226. N étant un nombre entier ou fractionnaire , dési- 
gnons par a la partie entière de v^N. Cette racine étant com- 
prise entre a et «H-i, N est compris entre a* et (a-f-i)*^ 
par suite , a^ est le plus grand carré entier contenu dans N. 
Si N est fractionnaire , sa partie entière est au moins égale 
à a*, et, comme elle est moindre que (a-j-i)', on voit 
que : 

La racine carrée, à moins d'une unité, d'un nombre 
fractionnaire N , est égale à la racine carrée , à moins 
d'une unité, de la partie entière de N. 

Supposant donc que N est un nombre entier, nous allons 

montrer comment on peut trouver la partie entière de \/N, 

ou la valeur exacte de y^N dans le cas particulier où N est 
un carré parfait. 

227. Si N est < 100 , y^N est < 10 (n^ 225). On peut 
alors résoudre la question proposée par la simple inspection 
de la Table des carrés des neuf premiers nombres (n" 223). 

i3. 
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Premier exemple, — Soit N = 64. En examinant la 
Table des carrés des neuf premiers nombres , on aperçoit 

que 64 est le carré de 8 5 on a donc exactement v64 = 8. 

Second exemple. — - Soit N = 47- Le nombre 47 n'est 
pas un carré parfait; on trouve qu'il est compris entre les 
deux carrés consécutifs 36 et 49? dont les racines sont 6 et jr 
respectivement. Ces deux nombres sont donc, l'un par 

défaut, l'autre par excès, les valeurs de v/N, à moins d'une 
unité. 

228. La règle à suivre pour l'extraction de la racine 
carrée , à moins d'une unité , d'un entier plus grand que î 00 
repose sur les deux théorèmes suivants : 

Théorème I. — Le nom^bre des dizaines de la racine 
carrée d'un entier N ^ 100 est égal à la racine carrée du 
plus grand carré entier contenu dans le nombre des cen- 
taines de N. 

En elïet , soient N' le nombre des centaines de N, et a le 

nombre des dizaines de yN. \/N étant comprise entrer X 10 
et (a -f- 1) X 10, N est compris entre le carré de a X 10 
et celui de (a-l-i)xio, c'est-à-dire (n^ 82), entre 
a' X ïoo et (a -+- 1)' X 100. Par conséquent, le nombre N' 
des centaines de N est au moins égal à a* et il est moindre 
que (a -h 1)*; en d'autres termes , a' est le plus grand carré 
entier contenu dans N', et a est la racine de ce plus grand 
carré. 

Théorème II. — Si l'on retranche d^un entier N le 
carré des dizaines de sa racine carrée , et que Von diuise 
le nombre des dizaines du reste par le double du nombre 
des dizaines de la racine, le quotient obtenu est égal ou 
supérieur au chiffre des unités de la racine. 

En effet, soient a le nombre des dizaines de VN et b 
le chiffre des unités de cette racine. La partie entière 

de vN est « X 10 -h i-, par conséquent, N est au moins 
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égal à (a X lo-j-i)', c'est-à-dire au moins égal à 
a* X 100 H- 2a X 10 X i -h i' . Si donc on relranclie 
de N le carré des dizaines de sa racine , savoir : a* x loo, 
le reste N — a' X i oo , que nous désignerons par R , sera 
au moins égal à 2flXioX&-l-i' et contiendra au moins 
2a xi dizaines. Il suit de là que, si Ton divise par 2a 
le nombre des dizaines de R, on trouvera un quotient 
égal ou supérieur à b, 

229. Cela posé, soit le nombre 589624 9 et proposons- 
nous d'extraire sa racine carrée à moins d'une unité. 

Le nombre proposé étant plus grand que 100, sa racine 
carrée est supérieure à 10, et, d'après le théorème I, le nom- 
bre des dizaines de cette racine est égal à la racine du plus 
grand carré entier contenu dans le nombre 5896 des cen- 
taines de 589624. Il faut donc chercher d'abord la partie 

entière de >J^%q6, 

Le nombre 5896 étant lui-même plus grand que 100, sa 
racine carrée est supérieure à i o, et, d'après le théorème I , 
le nombre des dizaines de cette racine est égal à la racine 
du plus grand carré entier contenu dans le nombre 58 des 
centaines de 5896. Il faut donc chercher d'abord la partie 

entière de v^58. 

Le nombre 58 étant plus petit que 100, sa racine carrée 
n'a qu'un seul chiffre. On trouve (n° 223) que 58 est com- 
pris entre 49 et 64 , dont les racines carrées sont 7 et 8 res- 
pectivement. Par conséquent, la partie entière de y/58 est 7. 

La racine carrée de 5896 contient donc 7 dizaines : nous 
allons chercher ie chiffre des unités de cette racine. L'excès 
du nombre 58 sur le carré 49 de 7 étant 9, il est évident 
que si Ton retranche de 5896 le carré de 7 dizaines, c'est- 
à-dire 49 centaines , le reste contiendra 9 centaines et 96 
unités^ il sera donc 996. Or, d'après le théorème II, si l'on 
divise le nombre 99 des dizaines de ce reste par le double 
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i4 du nombre des dizaines de la racine , le quotient obtenu 7 
est égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine; 

donc la partie entière de ^5Sg6 est égale ou inférieure à 77. 
Pour reconnaître si le chiflre des unités de la racine est 
effectivement 7, il faut voir si le carré de 77 peut être retran- 
ché de 5896. Or, le carré de 77 ou de 70 + 7 est égal à 
70' -h 2 X 70 X 7 -f- 7% ou égal à 4900 + i4o X 7 + 7'; 
en retranchant de 6896 la première de ces trois parties, 
savoir 4900, nous avons trouvé pour reste 996; il suffit 
donc de chercher si , de ce reste , on peut encore soustraire 
i4oX 7 4-7*, ou {i4o 4- 7) X 7, ou enfin 147 X 7. Lepro- 
duitde 147 par 7 est 1029, nombre supérieur à 996 ; par con- 
séquent, le chiffre des unités de ^SSq6 est moindre que 7. 
Il faut alors essayer le chiffre 6 : un raisonnement iden- 
tique à celui qui vient d'être employé montre que cet essai 
consiste à examiner si le produit 1 46 X 6 peut être retran- 
ché de 996. Le produit de 146 X 6* est 876, nombre plus pe- 
tit que 9965 par conséquent, le chiffre des unités de ^6896 
est 6, et la partie entière de cette racine est 76. L'excès 
du nombre 6896 sur le carré de 76 est évidemment égal à 
l'excès de 996 sur 1 46 X 6 , lequel est 1 20. 

. Revenons maintenant au nombre proposé 589624* Sa 
racine contient 76 dizaines: nous allons chercher le chiffre 
des unités de cette racine. Comme l'excès de 6896 sur 76' 
est 120, l'excès de 589624 sur 760* ou 76^ centaines sera 
évidemment formé de 120 centaines et de 24 unités; cet 
excès est donc 12024* D'après le théorème II, si l'on divise 
le nombre 1202 des dizaines dé 12024 par le double iSa 
du nombre 76 des dizaines de la racine , le quotient obtenu 
7 est égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine ; 

donc la partie entière de v/5 89624 est égale ou inférieure 
à 767. Pour reconnaître si le chiffre des unités de la racine 
est efîfectivement 7, il faut voir si le carré de 767 peut être 
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retranché de 589624. Or le carré de 767 ou de 760-1- 7 
est égal à 760* -t- 2 X 760 X 7 + 7* ^ en retranchant de 
589624 la première de ces trois parties, savoir 760', nous 
avons trouvé pour reste 1 2024 5 il suflSt donc d'examiner si, 
de ce reste, on peut encore soustraire 2 X 760 X 7 -h 7', ou 
i52o X 7 X 7*, ou (i52o •+• 7) X 7, ou enfin 1527 X 7* Le 
produit de 1527 par 7 est 10689, nombre inférieur à 12024* 

La partie entière de \/589624 est donc 767. Quanta l'excès 
de 589624 sur le carré de 767, il est égal à Fexcès de 
1 2024 sur i527, lequel est i335. 

230. Le raisonnement qui précède conduit à la règle 
suivante : 

Pour extraire, à moins d'une unité, la racine carrée 
d!un nombre entier, on le partage en tranches de deux chif- 
fres à panir de la droite. Le nombre de ces tranches, dont 
la première à gauche peut nas^oir quun seul chiffre, est 
égal au nombre des chiffres de la racine. 

On extrait la racine du plus grand carré entier con- 
tenu dans le nombre formé par la première tranche à 
gauche^ on a ainsi le premier chiffre de la racine. 

On retranche le carré de.,ce chiffre du nombre exprimé 
par la première tranche à gauche^ on obtient ainsi un 
premier reste à la droite duquel on abaisse la deuxième 
tranclie. On sépare le dernier chiffre ii droite du nombre 
ainsi formé, et Von div^ise la partie à gauche par le double 
du premier chiffre de la racine. Le quotient entier de cette 
division est égal ou supérieur au deuxième chiffre de la 
racine. Pour essayer ce chiffre, on Vécrit à la droite du 
double du premier chiffre de la racine, et Von multiplie le 
résultat par le chiffre essayé. On retranche le produit, du 
nombre formé par le premier reste suii^i de la deuxième 
tranche^ si la soustraction peut se faire, le chiffre essayé 
est exact ^ sinon^ on essaye de la même manière le chiffre 
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inférieur d'une unité, et ainsi de suite, jusquà ce'quon 
ait trouvé le chiffre exact. 

Le deuxième chiffre de la racine étant froui^é, on abaisse 
la troisième tranche pour l'écrire à la droite du deuxième 
reste. On sépare le dernier chiffre à droite du nombre ainsi 
formé y et Von divise la partie à gauche par le double du 
nombre formé par les deux premiers chiffres de la racine. 
Le quotient entier de cette division est égal ou supérieur 
au troisième chffre de la racine. Pour essayer ce chiffre, 
on récrit à droite du double du nombre formé par les 
deux premiers chiffres de la racine, et l'on multiplie le ré- 
sultat par le chiffre essayé. On retranche le produit du 
nombre formé par le deuxième reste suivi de la troisième 
tranche^ si la soustraction peut se faire, le chiffre essayé 
est exact ^ sinon, on essaye de la même manière le chif- 
fre inférieur d'une unité, lequel ne peut manquer d'être 
exact (*), 

On continue de cette manière jusqu'à ce que toutes les 
tranches aient été successivement abaissées. Le dernier 
reste obtenu est dit le reste de l'opération , Si ce reste est 
nulj on a la racine carrée exacte du nombre proposé ^ dans 
le cas contraire , on a seulement la partie entière de la 
racine» 

Remarque I. — Il peut arriver que dans Tune des divi- 
sions qu'on exécute , pour trouver les différents chiffres de 
la racine à partir du deuxième, le quotient entier soit plus 
grand que 9 \ dans ce cas , on commence les essais par le 
chiffre 9. 

Remarque U. — 11 peut arriver aussi que, dans l'une des 
divisions dont il vient d'être question, le quotient entier 
soit zéro*, dans ce cas, le chiffre correspondant de la racine 
est zéro. Le reste correspondant à ce chiffre est alors le 



(*) Voir la la* des questions proposées à la fin du chapitre. 
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dernier reste obtenu , suivi de la dernière tranche abaissée 5 
on abaisse une nouvelle tranche, et l'on continue l'opération 
d'après la règle. 

231 . Voici comment on dispose l'opération. Nous pre- 
nons pour exemple le nombre 689624, qui nous a déjà 
servi à établir nos raisonnements. 

767 



146 I 1527 



589624 

49 
996 
876 

12024 
1 0689 
"T335 

Le nombre proposé est écrit à gauche , la racine est à 
droite. Au-dessous de la racine sont écrits : 1° le double i4 
du premier chiffre de la racine , suivi du deuxième chiffre 6 ; 
2® le double 162 (i46-f-6) du nombre formé par les deux 
premiers chiffres de la racine , suivi du troisième chiffre 7. 

Au-dessous de la première tranche à gauche du nombre 
proposé, est écrit le carré 49 du premier chiffre de la racine^ 
puis au-dessous est écrit le nombre 996, obtenu en re- 
tranchant 49 <l6 ^8, et abaissant à la droite du reste 9 la 
deuxième tranche 96. Au-dessous du nombre 996 est le 
produit 876 des nombres i46 et 6, puis, au-dessous, le 
nombre 12024, obtenu en retranchant 876 de 996, et 
abaissant à la droite du reste 120 la troisième tranche 24* 
Au-dessous du nombre 12024, est écrit le produit 10689 
des nombres 1527. et 7, puis l'excès i335 de 12024 sur 
10689, excès qui est le reste de l'opération. 

On peut se dispenser d'écrire le carré 49 du premier 
chiffre de la racine, et écrire seulement l'excès de 58 sur 
ce carré. On peut aussi se dispenser d'écrire les produits 
i46x6 et 1627X7, et se borner à les retrancher de& 
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nombres 996 et 1 2024 respectivement , en suivant la m arche 
que nous avons indiquée au n** 52. L'opération est alors 
disposée comme îl suit : 



589624 

996 
12024 

i335 



767 



46 I 1627 



Quant aux essais nécessaires à la détermination des dif- 
férents chiffres, à partir du deuxième, on les fait habi- 
tuellement, sans rien écrire, à Taide du procédé indiqué au 
n°53. 

232. Le reste auquel conduit l'extraction , à moins 
d'une unité y de la racine carrée d'un entier est moindre 
que le double de la racine y augmenté d^une unité. 

Soient N le nombre dont il s'agit , a la racine, et R le 
reste. On a 

N = «^ + R. 

Supposons , s'il est possible , v. 

R = ou > 2rt -f- 1 ; 
on aura , en ajoutant a* de part et d'autre , 

fl' -h R ou N = ou ^ a' 4- 2 a 4- I , 

c'est-à-dire 

N= ou Xa-M)'; 

ce qui est impossible, attendu que, par hypothèse , a^ est 
le plus grand carré entier contenu dans N. 

Remarque, — 11 résulte de là que, dans Textraclion de la 
racine carrée d'un entier, chacun des restes que l'on forme 
successivement est, au plus, égal au double du nombre 
formé par les chiffres déjà écrits à la racine. 

233. Si le reste R auquel conduit V extraction de la 
racine carrée d'un nombre N est égal ou inférieur au 



w 
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nombre a écnt à la racine, a est^ par défaut ^ la valeur de 
VN à moins d'une demi-unité. Si, au contraire, R sur- 
passe a , a 4- I est, par excès, la valeur de yN à moins 
d'une demi-unité. 
On a , en effet , 

(i) N = û'4-R; 

d*aiHeurs , 

(2) ('''^2) =«'-+-«-+-î- 

Cela posé, si R est égal ou inférieur à a, on voit, par ces 
égalités , que N est plus petit que ( a H — J •, par suite , 

sf^ <Ca -i 

. 2 

vN étant ainsi comprise entre a et a +-, c'est-à-dire entre 

2a 7^a-{-i . 2,a 111 /^vr < 

— et , on voit que — ou a est la valeur de v^N , a 

moins d'une demi-unité et par défaut. 

Supposons , en second lieu , R ^ a. Alors R , qui est un 
nombre entier, est au moins égal à a -t- 1, et Ton voit, par 

les égalités (i) et (2), que N est supérieur à (a -h-) ; 
par suite, 

2 
La valeur de yN étant comprise entre a -t-- et « -H 1 , 

c est-a-dire entre et , on voit que ou 

2 2 ^2 

« -t- 1 est la valeur de yN , à moins d'une demi-unité et 

par excès. 
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Extraction^ avec une approximation donnée ^ de la racine 
carrée d^un nombre entier ou fractionnaire, 

234. N étant un nombre entier ou fractionnaire, pro-^ 
posons-nous d'extraire sa racine carrée à moins de -• Il 
s'agit (n*^ i97) de trouver un entier x tel, que Ton ait 

f<y^ et i±-'>v^, 
ou, en élevant au carré, 

ou enfin , en multipliant par n', 

a:»<N/2' et (x -M)"-' > N«». 

Ces dernières inégalités montrent que a:* est le plus grand 
carré entier contenu dans N/*'; par conséquent, le nombre 

inconnu x est la partie entière de yJN w*. 

Le raisonnement qui précède conduit à la règle suivante : 
Pour extraire la racine carrée d'un nombre N, entier ou 

fractionnaire, à moins de -> il faut extraire, à moins 

^ n "^ 

d'une unité y la racine carrée du prodidt Nn' et dii^iser 
le résultat par n. 

Premier exemple. — On demande d'évaluer V19 à moins 

de -• La racine carrée du produit 19 X 7' = 93 1 est, à moins 

3o 3 1 
d'une unité, 3o ou 3i. Par conséquent, — et — sont les 

7 7 
valeurs approchées de \/i9àmoinsde -? la première par 



défaut, la seconde par excès. 
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Second exemple, — On demande d'évaluer i / — - à 

moins de -• Il faut extraire d'abord, à moins d'une unité. 

7 ' 

, . , j 355 , ï73q5 wr, io6 , 

la racine carrée de — ^r x 7 — 'Z = 1 5o H r > c est- 

ii3 ' iio ii3 

à-dire (n^ 226) , à moins d'une unité, la racine carrée de 
Ja partie entière i53. On trouve que les valeurs de ^i53, 

I 2 I 3 

à moins d'une unité, sont i a et i3 ; par conséquent, — et — 

sont les valeurs approchées de i/ — 5 à moins de - 5 la 
première par défaut, la seconde par excès. 

235. Lorsque le dénominateur d'une fraction est un 
carré parfait b', on obtient la racine carrée de cette frac^ 

lion à moins de ^ en extrayant la racine carrée du numé- 
rateur à moins d'une unité et dmsant le résultat par b. 

Soit, en effet , la fraction j- dont on veut la racine carrée 

à moins de y» D'après la règle du n*^ 234, il faut extraire , à 

moins d'une unité , la racine carrée du produit ^^ x 6' = «, 
et diviser le résultat par b. 

Remarque I. — Il résulte de là que si les deux termes 
d'une fraction sont des carrés parfaits, on obtient la racine 
carrée exacte de cette fraction en extrayant la racine carrée 
de chacun de ses termes. Cela résulte, au surplus, de la 
règle pour l'élévation d'une fraction au carré (n*^ 177). 

Remarque II. — On peut toujours faire en sorte que le 
dénominateur d'une fraction soit un carré parfait. Il suffit, 
pour cela, de multiplier les deux termes de la fraction 
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par le dénominateur. Ainsi , y est égale à -77 ? fraction dont 

le dénominateur est un carré parfait. 

On rend aussi le dénominateur d'une fraction carré 
parfait en multipliant les deux termes de cette fraction par 
les facteurs premiers qui se trouvent à une puissance im- 
paire dans son dénominateur. En appliquant cette seconde 
règle à une fraction irréductible , on la réduit au dénomi- 
nateur carré minimum. Soit, par exemple, la fraction --7^ 

^ ^ 240 

dont le dénominateur est égal à 2*x3x5; en multipliant 
les deux termes de cette fraction par 1 5 , on la transforme 

en ^7p — > fraction dont le dénominateur est un carré. 
0000 

Êi^aluationy en décim.ales ^ de la racine carrée d*un 
nombre entier ou fractionnaire, 

236. Considérons d'abord un nombre entier N et suppo- 
sons qu'on demande d'évaluer yN à moins de — ■• Il faut 

*■ 10" 

(n° 234) : 1*^ multiplier N par le carré de 10", lequel est 10'" 5 
2** extraire à moins d'une unité la racine carrée du produit; 
3** diviser le résultat par 10". Cette règle peut évidemment 
être énoncée ainsi : 

Pour extraire, à moins de — ^ la racine carrée d'un 

lO" 

nombre entier N , on écrit 2 n zéros à la droite de N, on 
extrait, à moins d'une unité, la racine carrée du nombre 
ainsi formé, et l'on sépare n chiffres décimaux sur la droite 
du résultat. 

Exemple. — On demande d'évaluer sJlà. à moins de — - 

^ lO^ 

ou de 0,0001. 
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Les valeurs de v 200000000, à moins d'une unité, sont 

i4i4^ 6t 14143. 



200000000 



100 



4 00 

1 1 900 
70400 
i3836 



i4i4^ 

24 I 281 I 2824 I 28282 



Par conséquent, 1,4 1 4^ ^^ i,4f43 sont les valeurs de ^ 
à moins de 0,0001, la première par défaut, la seconde par 
excès. 

, 237. Considérons maintenant un nombre fractionnaire N 

e| supposons qu'on demande d'évaluer yN à moins de — • 

Il faut {n^« 226 et 234) : 1° multiplier N par 10'"; 2« ex- 
traire l'entier contenu dans le produit *, 3^ prendre la racine 
carrée de cet entier à moins d'une unité -, 4° diviser le ré- 
sultat par 10". 

Cette règle peut être énoncée dans les termes suivants : 

Pour extraire, à moins de — 9 la racine carrée (Tun 

10" 

nombre fractionnaire ^ on éi^alue ce nombre à moins de 

> on supprùne la virgule, puis on extrait y à moins 

d^une unités la racine carrée de V entier ainsi obtenu, et 
Von sépare n chiffres décimaux sur la droite du résultat. 

Premier exemple, — On demande d'évaluer 1/ - à moins 

de — ■ ou de 0,001 . La valeur de - en décimales, à moins de 
10^ 7 

I . ■ . 

— p est 0,714285. Les valeurs de y 7 14^85, à moins d'une 
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unité, sont 845 et 846-, par conséquent, o,845 et 0,846 sont 

/g 
les valeurs de i / - à moins de 0,001, la première par dé- 
faut , la seconde par excès. 

Second exemple. — On demande d'évaluer \/i5,i4i à 
moins de 0,001. Il faut, d'après la règle, exprimer 3,i4i 
avec 6 décimales, ce qui se fera en écrivant trois zéros à la 
droite de ce nombre. Supprimant ensuite la virgule, on a 

le nombre 3 1 4 1 000. On trouve que les valeurs de V3i4iooo, 
à moins d'une unité, sont 1772 et 17735 par conséquent, les 

valeurs de v3,i4i, à moins de 0,001, sont 1,772 et i,773: 

Questions proposées. 

i . Démontrer qu'un nombre entier ne peut être un carré 
parfait si, le chiffre des unités étant 6, le chiffre des 
dizaines est pair; ou si, le chiffre des unités étant i, 4 ou 9, 
le chiffre des dizaines est impair. 

2. Si l'on écrit, les uns à la suite des autres, les chiffres 
qui représentent les dizaines des carrés entiers successifs 
terminés par le même chiffre (i, 4? 6 ou 9) , la suite que 
l'on obtiendra sera périodique, la période aura 10 chiffres, 
et, de plus , les deux chiffres à égales distances des extrêmes 
dans la période seront égaux. 

3. Démontrer que le carré d'un nombre impair est un 
multiple de 8 augmenté d'une unité. 

4. Démontrer qu'un nombre impair qui est la somme de 
deux carrés est un multiple^.de 4 augmenté d'une unité. 

5. Démontrer qu'un nombre pair qui est la somme de 
deux carrés est un multiple de 8 augmenté de 2 ou de 4» 

6. Démontrer que la somme des n premiers nombres 
impairs est égale à n*, 

7. Le carré de la difïérence de deux nombres est égal à la 
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somme des carrés de ces nombres moins deux fois le pro- 
duit de ces mômes nombres. ' 

8. Si deux ou plusieurs nombres sont formés chacun par 
Taddition de deux carrés , leur produit sera aussi la somme 
de deux carrés. 

9. Si un nombre pair est la somme de deux carrés , sa 
moitié est aussi la somme de deux carrés. 

10. Si un nombre entier divisible par 5 est la somme de 
deux carrés , le cinquième de ce nombre est aussi la somme 
de deux carrés. 

11. Si un carré entier est égal à la somme de deux autres 
( aS = 16 -h 9)5 l'un des trois carrés est divisible par 5. 

12. Quand on a déterminé un ou plusieurs chiffres de la 
racine carrée d'un entier, et qu'on se propose de trouver le 
chiffre suivant , on effectue une division dont le quotient 
est le chiffre cherché ou un chiffre trop fort. On propose 
de démontrer que si le nombre formé par les chiffres déjà 
écrits à la racine est égal ou supérieur à 5 , le quotient en 
question , s'il est plus grand que le chiffre clierché, ne peut 
le surpasser que d'une unité. 



'4 
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CHAPITRE II. 
THÉORIE DE U RACINE CDBIQIIE. 

De la racine cubique. — Composition du cube d'une somme do deux par- 
ties. — Remarques sur les cubes des nombres entiers. — Extraction , à 
moins d'une unité, de la racine cubique d*un nombre entier ou frac- 
tionnaire. — Extraction, avec une approximation donnée, de la racine 
cubique d'un nombre entier ou fractionnaire. — Évaluation , en déci- 
males , de la racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire. 



De la racine cubique. 

238. La racine cubique d'un nombre N est le nombre 
qu'il faut élever au «cube pour reproduire N. 

Ainsi, 12$ étant le cube de 5, la racine cubique de I25 

est 5. Pareillement, — étant le cube de ^ 5 la racine cubique 

27 3 ^ 

» 8 2 
de — est ^• 
27 3 

Pour représenter la racine cubique d'un nombre, on 

écrit d'abord ce nombre et l'on place à sa gauche le radical 

V , dans l'ouverture duquel est placé le chiffre 3. 

Ainsi \/i25, i/ — représentent, respectivement, les ra- 

eines cubiques de 1 25 et de — 

^ 27 

239. Tout nombre qui est le cube d'un nombre entier 
ou fractionnaire est dit un cube parfait. 

Nous avons vu (n**178) qu'un nombre entier, qui n'est 
pas le cube d'un nombre entier, ne peut être le cube d'une 
fraction; ce n'est donc pas un cube parfait. Pareille- 
ment, une fraction irréductible dont les deux termes ne 
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sont pas des cubes parfaits , ne peut être un cube parfait 

(nM79). 

La définition du n^ 238 n'offre un sens précis qu'à l'é- 
gard des nombres qui sont des cubes parfaits. On définit 
la racine cubique d'un nombre N qui n'est pas un cube 
parfait, en disant que c'est un nombre incommensurable 
plus grand que les nombres dont les cubes sont inférieurs 
à N , ef plus petit que les nombres dont les cubes sont su-- 
périeurs à N. Il est facile de voir que y^N est effectivement 
un nombre, conformément à la définition générale du 
n^ 139, c'est-à-dire que s/lS peut exprimer la mesure d'une 
grandeur. Considérons, par exemple, le chemin parcouru 
par un mobile partant d'un point d'une ligne droite indé- 
finie, et se mouvant sur cette droite toujours dans le même 
sens. Le chemin dont il s'agit croîtra d'une manière con- 
tinue à partir de zéro^ le cube du nonîbre qui le mesure 
d'abord moindre que N, finira par devenir plus grand 
que N. On conçoit qu'à un certain moment le chemin 
parcouru sera plus grand que toutes les longueurs mesu- 
rées par les nombres dont les cubes sont inférieurs à N 
et plus petit que toutes les longueurs mesurées par les nom- 
bres dont les cubes sont supérieurs à N ; à ce moment le 

chemin parcouru par le mobile sera mesuré par v/N 

(n«2i7). 

240. L'opération par laquelle on détermine la racine 
cubique d'un nombre est dite exfraction de la racine 
cubique. 

La question que nous nous proposons de résoudre peut 
être énoncée dans les termes suivants : 

Étant donné un nombre N, entier ou fractionnaire 
extraire sa racine cubique exactement y si N est un cube 
parfaity et a^ec une approximation donnée dans le cas 
contraire. 

«4- 
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La solution de cette question exige la connaissance de 
quelques propriétés des cubes , que nous exposerons d'abord. 

Composition du cube d'une somme de deux parties. 

241 . Théorème. — Le cube d'une somme de deux parties 
est égal au cube de la première partie, plus trois fois le 
produit du carré de la première partie par la seconde, 
plus trois fois le produit de la première paitie par le carre 
de la seconde, plus le cube de la seconde partie. 

Soit la somme 7 + 5. Son cube s'obtiendra en multi- 
pliant le carré (74-5)* ou 7*4-2X7X5-4- 5' par 7-h 5 j 
or le produit de 7* -f- 2 X 7 X 5 4- 5* par 7 est 

7'-+- 2X7^X5 4- 7X5»; 

le produit de 7' 4- 2 X 7 X 5 -}- 5' par 5 est 

7'X 5 4-2X7X5» 4- 5»; 
donc 

(7-h5)=»=(7^+2X7»x5-f'7X5»)-h(7»x5-h2X7X5»4-5^), 

ou 

( 7 H- 5)^ = 7^ + 3 X 7' X 5 H- 3 X 7 X 5' -h 5=», 

Corollaire I. — Le cube d'un nombre composé de 
dizaines et d'unités est égal au cube des dizaines, plus 
trois fois le produit du carré des dizaines par les unités, 
plus trois fois le produit des dizaines par le carré des 
unités , plus le cube des unités. 

Corollaire II. — La différence des cubes de deux nom- 
bres entiers consécutifs est égale à trois fois te carré du 
plus petit nombre , plus trois fois ce même nombre, plus 
une unité. 

Soient a et a-h i deux entiers consécutifs. On a, en 
vertu du théorème précédent, 

(^ï-hI)' = fl=*-^3rt»-f• 3fl + I, 

et 5 par conséquent , 

(a -h 1)'— «3=3«'-f-3a-f- I. 



LES «OMBRES I2XC0MMENSURÂBLES. 2l3 

Remarques sur les cubes des nombres entiers, 
^ifi>. Les neuf premiers nombres 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
ont pour cubes 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 5i2, 729. 

L'inspection de cette Table conduit à quelques remarques 
utiles. 

Observons d'abord que le cube d'un entier composé de 
dizaines et d'unités, est terminé par le même chiffre que 
le cube de ses unités. Gela résulte de la règle de la multi- 
plication ou du corollaire I du n^ 241 . 

D'après cette remarque : 

I**. Les cubes des entiers terminés par i^^^^^Qoug 
sont eux-mêmes terminés par i^ ^^ ^^6 ou g. 

a**. Les cubes des entiers teiminés par 2 , 3, 7 ow 8 sont 
terminés par 8 , 7 , 3 ou 2 . 

Remarquons aussi que les cubes des entiers terminés par 
I, 2, 3, etc., zéros, sont terminés par3, 6, 9, etc., zéros 
(no39). 

243. On voit que tout chiffre peut terminer un cube 
parfait, mais que : 

Un entier terminé par des zéros ^ dont le nombre n'est 
pas un multiple de 3, ne peut être un cube parfait. 

Cette conséquence résulte aussi du théorème du n^ 131. 
Soit, en effet, 270000. Ce nombre, étant terminé par un 
nombre de zéros non divisible par 3, contient un au moins 
des facteurs 2 et 5 avec un exposant non divisible par 3 5 il 
ne peut donc être un cube parfait. 

En général , un nombre entier ne peut être un cube par- 
fait (n*' 131) si la plus haute puissance d'un nombre pre- 
mier, qui le divise, n'a pas un exposant divisible par 3. 
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244. Les cubes des puissances de lo, savoir : 

lO, 100, lOOO, lOOOO,... 

sont , respectivement , 

lOOO , lOOOOOO , I OOOOOOOOO , I oooooooooooo , . . . . 

Il résulte, de cette observation, que la racine cubique 
d'un nombre plus petit que looo n'a qu'un chiffre à sa 
partie entière, que celle d'un nombre compris entre looo 
et loooooo a deux chiffres à sa partie entière, etc. 

Extraction, à moins d'une unité, de la racine cubique 
d^un nombre entier ou fractionnaire. 

245. N étant un nombre entier ou fractionnaire, dégi- 

gnons par a la partie entière de v^N. Cette racine étant com- 
prise entre a et a -4- 1, N est compris entre a® et (a + i)'; 
par suite, a' est le plus grand cube entier contenu dans 
N. Si N est fractionnaire , sa partie entière est au moins 
égale à a*; et , comme elle est moindre que (aH-i)', on voit 
que : 

La racine cubique, à moins d*une unité y d'un nombre 
fractionnaire N est égale à la racine cubique, à moins 
d^une unité , de la partie entière de N. 

Supposant donc que N est un nombre entier, nous allons 

montrer comment on peut trouver la partie entière de ^N 

OU la valeur exacte de vN, dans le cas particulier où N est 
un cube parfait. 

• 246. Si N est < looo, v'N est < lo (n° 244). On peut 
alors résoudre la question proposée par la simple inspec- 
tion de la Table des cubes des neuf premiers nombres 

(n«242). 
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Premier exemple, — Soît N = 5i2. En examinant la 
Table des cubes des neuf premiers nombres , on aperçoit 

que 5i2 est le cube de 8 ^ on a donc exactement ^5 12'= 8. 

Second exemple. — Soit N = 287. Le nombre 287 
n'est pas un cube parfait \ on trouve qu'il est compris entre 
les deux cubes consécutifs 216 et 343 , dont les racines cu- 
biques sont 6 et 7 respectivement. Ces deux nombres sont 
donc, l'un par défaut, l'autre par excès, les valeurs de 

yN à moins d'une unité. 

247. La règle à suivre pour l'extraction de la racine 
cubique à moins d'une unité , d'un entier plus grand que 
1000, repose sur les deux théorèmes suivants : 

Théorème L — Le nombre des dizaines de la racine 
cubique d'un entier N > 1000 est égal à la racine cubique 
du plus grand cube entier contenu dans le nombre des 
mille de N. 

En effet, soient N' le nombre des mille de N et a le 

nombre des dizaines de vN. vN étant comprise entre 
aXïo et (a4-i)xio, N est compris entre le cube de 
rt X 10 et celui de (a -t- i) X 10 , c'est-à-dire (n° 82) 
entre a' X 1000 et [a H- i)' X 1000. Par conséquent, le 
nombre N' des mille de N est au moins égal à a' et il est 
moindre que (a -t- i)'; en d'autres termes , a* est le plus 
grand cube entier contenu dans N', et a est la racine 
cubique de ce plus grand cube. 

Théorème IL — Si Von retranche d^un entier N le cube 
des dizaines de sa racine cubique, et que Von dii^ise le 
nombre des centaines du reste par trois fois le carré du 
nombre des dizaines de la racine, le quotient obtenu est 
égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine. 

En effet, soient a le nombre des dizaines de vN et b le 
chiffre des unités de cette racine. La partie entière de V^N 
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est aXïo4-6; par conséquent, N est au moins égal à 
(a X lo -f- i)', c'est-à-dire au moins égal à 

a^ X looo -H 3û' X 100 X ^ -+- 3a X lo X *' -f- ^'. 

Si donc on retranche de N le cube des dizaines de. sa racine , 
savoir a'Xiooo, le reste N — a'xiooo, que nous dé- 
signerons par R , sera au moins égal à 

3a*XiooX*-f-3<ïXioX^'4-^' 

et contiendra au moins 3a* X b centaines. 11 suit de là que, 
si l'on divise par 3 a' le nombre des centaines de R , on 
trouvera un quotient égal ou supérieur ai. 

248. Cela posé, soit le nombre 437^5658, et proposons- 
nous d'extraire sa racine cubique à moins d^une uhité. 

Le nombre proposé étant plus grand que looo, sa racine 
cubique est supérieure à lo; et, d'après le théorème I, le 
nombre des dizaines de cette racine est égal à la racine cubi- 
que du plus grand cube entier contenu dans le nombre 
437^5 des mille de 43725658. Il faut donc chercher d'abord 

la partie entière de V43725. 

Le nombre 437^5 étant lui-même plus grand que 1000, sa 
racine cubique est supérieure à 10; et, d'après le théorème I, 
le nombre des dizaines de cette racine est égal à la racine 
cubique du plus grand cube entier contenu dans le nom- 
bre 43 des mille de 43725. 11 faut donc chercher d'abord 

la partie entière de V43» 

Le nombre43 étant plus petit que 1000, la partie entière de 
sa racine cubique n'a qu'un seul chiffre. On trouve (n® 242) 
que 43 est compris entre 27 et 64 , dont les racines cubiques 
sont, respectivement, 3 et 4. Par conséquent , la partie en- 
tière de V43 est 3. 

La racine cubique de 43725 contient donc 3 dizaines^ 
nous allons chercher le chiffre des unités de celte racine. 
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L'excès du nombre 43 sur le cube 27 de 3 étant 16 , il est 
évident que si Fou retranche de 43725 le cube de 3 dizaines , 
c'est-à-dire 27 mille, le reste contiendra 16 mille et 725 
unités; il sera donc 16725, Or, d'après le théorème II, si 
Fou divise le nombre 167 des <;entaines de ce reste par trois 
fois le carré du nombre des dizaines de la racine , c'est-à- 
dire par 3 X 9 ou 27, le quotient obtenu 6 est égal ou su- 
périeur au chiffre des unités de la racine •, donc la partie 

entière de V43725 est égale ou inférieure à 36. Pour re- 
connaître si le chiffre des unités de la racine est effective- 
ment 6 , il faut former le cube de 36 , et voir si ce cube 
peut être retranché de 43725. En élevant 36 au cube, on 
trouve pour résultat 46656, nombre supérieur à 43725; 
on en conclut que le chiffre 6 est trop fort. 11 faut alors 
essayer de la même manière le chiffre 5. En élevant 35 au 
cube, on trçuve pour résultat 42875, nombre inférieur 
à 43725. On en conclut que 35 est la partie entière de 

^43715. 

Revenons maintenant au nombre proposé 43725658, Sa 
racine cubique contient 35 dizaines; nous allons chercher 
le chiffre des unités de cette racine. L'excès de 43725 sur 
42875, cube de 35, étant 85o, il est évident que si l'on 
retranche de 43725658 le cube de 35 dizaines , c'est-à-dire 
42875 mille, le reste contiendra 85o mille et 658 unités; 
il sera donc 85o658. Or, d'après le théorème II, si l'on 
divise le nombre 85o6 des centaines de ce reste par trois 
fois le carré du nombre des dizaines de la racine, c'est-à- 
dire par 3 X 35* ou 3675 , le quotient obtenu 2 est égal ou 
supérieur au chiffre des unités de la racine; donc la partie 

entière de v/43725658 est égale ou inférieure à 352. Pour 
reconnaître si le chiffre des unités de la racine est effective- 
ment 2 , il faut former le cube de 352, et voir si ce cube 
peut être soustrait de 43725658. En élevant 352 au cube, 
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on trouve pour résultat 436 14^08, nombre inférieur à 
43725668 ; on en conclut que 352 est effectivement la par- 
tie entière de \/437 25658. L'excès du nombre proposé 
43726668 sur le cube 436i42o8 de 352, est iii45o. 

249. Le raisonnement qui précède conduit à la règle 
suivante : 

Pour extraire ^ à, moins d'une unité, la racine eu-- 
bique d'un nombre entier, on le partage en tranches de 
trois chiffres à partir de la droite. Le nombre de ces 
tranches, dont la première à gauche peut nai^oir quun 
ou deux chiffres, est égal au nombre des chiffres de la ra- 
cine. 

On extrait la racine du plus grand cube entier contenu 
dans le nombre formé par la première tranche à gauche; 
on a ainsi le premier chiffre de la racine. 

On forme le cube de ce chiffre, et Von retranche ce 
cube du nombre exprimé par la première tranche à gau- 
che , puis on abaisse le premier chiffre de la deuxième 
tranche à la droite du reste. On dii^ise le nombre aiimi 
formé par trois fois le carré du premier chiffre de la ra-^ 
cine. Le quotient entier de cette division est égal ou supé- 
rieur au deuxième chiffre de la racine. Pour essayer ce 
chiffre, on l'écrit à droite du premier chiffre de la racine, 
et l'on élève le résultat au cube. Si ce cube peut être re- 
tranché du nombre formé par les deux premières tran- 
ches, le chffre essayé est exact; dans le cas contraire , 
on essaye de la même manière le chiffre inféneur d'une 
unité, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait trouvé le chffre 
exact. 

Le deuxième chffre de la racine étant trouvé, et le 
cube du nombre formé par les deux premiers chiffres de 
cette racine ayant été soustrait du nombre formé par les 
deux premières tranches, on abaisse, à la droite du reste, 
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le premier chiffre de la troisième tranche. On divise le 
nombre ainsi formé par trois fois le carré du nombre 
expnmé par les deux premiers chiffres de la racine. Le 
quotient entier de cette division est égal ou supérieur au 
troisième chiffre de la racine. Pour essayer ce chiffre, on 
récrit à droite du nombre formé par les deux premiers 
chiffres de la racine, et Von élève le résultat au cube. 
Si ce cube peut être retranché du nombre formé par les 
trois premières tranches y le chiffre essayé est exact ^ dans 
le cas contraire, on essaye de la même manière le chiffre 
inférieur d*une unité, lequel ne peut manquer d'être 
exact (*). 

On continue ainsi jusqu'à ce que toutes les tranches 
aient été employées . L'excès du nombre proposé sur le cube 
de la racine trouvée est dit le reste de l'opération. Si ce 
reste est nul, on a la racine exacte du nombre proposé ; 
dans le cas contraire, on a seulement la partie entière 
de cette racine, ou sa valeur, par défaut, à moins d'une 
unité. 

Remarque I. — Il peut arriver que dans l'une des divi- 
sions qu'on exécute pour trouver les diflerents chiffres de 
la racine , à partir du deuxième , le quotient entier soit plus 
grand que 9^, dans ce cas, on commence les essais par le 
chiffre 9. 

Remarque II. — Il peut arriver aussi que dans. l'une des 
divisions dont il vient d'être question , le quotient entier 
soit zéro; dans ce cas , le chiffre correspondant de la racine 
est zéro. 

250. Voici comment on dispose l'opération. Nous pre- 
nons pour exemple le nombre 43725658 qui nous a servi 



(*) Voir la 6* des questions proposées à la fin du chapitre. 
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à élablir nos raisonnements : 



43725658 


352 




35 
35 


352 


27 


27 = 


3x3^ 


352 


TB7 


3675 


- 3 X 35' 


175 
io5 


704 
1760 


43725 






1225 


ïb56 


42875 






35 


123904 


85o6 






6125 
3675 


352 
247808 


43725658 






42875 


619520 


436(4208 








371712 



III 450 4^6' 4^08 

251 . Le reste auquel conduit V extraction , à moins d'une 
unité, de la incine cubique d'un entier est moindre que 
trois fois le carré de la racine, plus trois fois cette racine, 
plus une unité. 

Soient N le nombre dont il s'agit, a la racine et H le 
reste. On a 

Supposons , s'il est possible, 

R= ou ^3«*-î-3«4-i; 
on aura , en ajoutant a' de part et d'autre , 

rt'H-R ou N= ou >a*H- 3«' H- 3a + I, 

c'est-à-dire 

N=: ou >(a-M)S 

ce qui est impossible , attendu que , par hypothèse , a' est 
le plus grand cube entier contenu dans N. 

Remarque, — Il résulte de là que dans l'extraction de la 
racine cubique d'un entier, chacun des restes que l'on 
forme successivement est au plus égal à trois fois Je carre 
du nombre formé par les chiffres déjà trouvés, plus trois 
fois ce même nombre. 
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Extinction, avec une appir>ximation donnée, de la racine 
cubique d'un nombre entier ou fractionnaire. 

252. Soit N un nombre entier ou fractionnaire, et pro- 
posons-nous d^extraire sa racine cubique à moins de -• 
Il s'agit (n*^ 197) de trouver un entier x, tel que l'on ait 

*<{/N et 1±I>(/N, 



OU , en élevant au cube , 

OU enfin, en multipliant par n', 

x3<N/2^ et (x4-i)'>N/i^ 

Ces dernières inégalités montrent que x* est le plus grand 
cube entier contenu dans N/ï' 5 par conséquent, le nombre 
inconnu x est la racine cubique de Nn', par défaut, à 
moins d' une uni té . 

Le raisonnement qui précède conduit à la règle suivante : 

Pour extraire, à moins de -^ la racine cubique d'un 

nombre N entier ou fractionnaire, il faut extraire à moins 
d'une unité la racine cubique du produit Nn', et div^iser 
le résultat par n . 

Premier exemple. — On demande d'évaluer sligh moins 
de — La racine cubique du produit 19 X 7' = 65 17 est 18 

ou 19 à moins d'une unité. Par conséquent, — et — sont 

les valeurs approchées de y^ig à moins de -? la première 
par défaut , la deuxième par excès. 



a moins 
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s /355 
Second exemple. — On demande d'évaluer i/ — ^ à 

moins de -• Il faut extraire d'abord, à moins d'une unité. 

7 ^ 

la racine cubique du produit 

355 , 121765 6i 

—5X7*= ~- = 1077 -« \ ' 

ii3 ' ii3 " ii3 

c'est-à-dire (n® 245) la racine cubique, à moins d'une unité, 
de la partie entière lojry. On trouve que les valeurs de 

^loyy k moins d'une unité sont 10 et 11. Par conséquent , 

— et — sont les valeurs approchées de 1/ — ^ à 
7 7 V ii3 

de - î la première par défaut, la deuxième par excès. 

253. Lorsque le dénominateur d'une fraction est un 
cube parfait b', on obtient la racine cubique de cette 

fraction à moins de r- en extrayant la racine- cubique 

du numérateur à moins d'une unité , et dis^isant le résultat 
par b. 

Soit, en effet, la fraction 7- dont on veut la racine cu- 

bique à moins de 7- D'après la règle du n^252, il faut 
extraire, à moins d'une unité, la racine cubique du produit 

V 

— X S^= û, et diviser le résultat par b. 

Remarque I. — Il résulte de là que, si les deux termes 
d'une fraction sont des cubes parfaits, on obtient la racine 
cubique exacte de cette fraction en extrayant la racine cu- 
bique de chacun de ses termes. Cela résulte, au surplus, 
de la règle pour l'élévation d'une fraction au cube (n° 177). 

Remarque II. — On peut toujours faire en sorte que le 
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dénominateur d'une fraction soit un cube parfait. Il suffit , 
par exemple , de multiplier les deux termes de la fraction 

par le carré de son dénominateur. Ainsi j est égale à -j—9 

fraction dont le dénominateur est un cube parfait. 

Ou rend aussi le dénominateur d'une fraction cube par- 
fait en multipliant les deux termes de cette fraction par 
chacun des facteurs premiers qui figurent dans son déno* 
minateur avec un exposant égal à un multiple de 3 aug- 
menté de 2, et par le carré de chacun des facteurs premiers 
qui figurent dans ce dénominateur avec un exposant égal 
à un multiple de 3 augmenté de i . En appliquant cette se- 
conde règle à une fraction irréductible, on la réduit au dé- 
n ominateur cube minùnum . 

Êi^alualion y en décimales ^ de la racine cubique d'un 
nombre entier ou fractionnaire* 

254. Considérons d*abord un nombre entier N, et sup- 

posons qu'on demande d'évaluer VN à moins de — . Il 

faut (n° 252) , 1° multiplier N par le cube de 10" qui est 
j^sn. ^o extraire à moins d'une unité la racine cubique du 
produit^ 3° diviser le résultat par 10". Cette règle peut 
évidemment s'énoncer dans les termes que voici : 

Pour extraire, à moins de — -> la racine cubiaue d'un 

10" ^ 

entier N , on écrit 3 n zéros à la droite de ^ , on extrait, 

à moins d'une unité, la racine cubique du nonÊfre ainsi 

formée et l'on sépare n chiffres décimaux sur la droite du 

résultat. 

Exemple. — On demande d'évaluer v 2 à moins de 

'^ loo 



Les valeurs de V^^oooooo à moins d'une unité sont laS 
et 126. Par conséquent i,25 et 1,26 sont 1rs valeurs de v/2 
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à moins de 0,0 1, la première par défaut, la seconde par 
excès. 

S55. Considérons maintenant un nombre fractionnaire 
N, et supposons qu'on demande d'évaluer VN, à moins de 

--. n faut (n°* 245 et 252), i^ multiplier N par ïo»"; 

7? extraire l'entier contenu dans le produit; 3** prendre 
la racine cubique de cet entier à moins d'une unité; 
4° diviser le résultat par 10*. Cette règle peut évidemment 
s'énoncer dans les termes que voici : 

Pour extraire, à moins de — -» la racine cubique d* un 

' 10" ^ 

nombre fractionnaire y on év^alue ce nombre à moins de 

— -; on supprime la virgule, puis on extrait, à moins 

d'une unité y la racine cubique de rentier ainsi obtenu, 
et l 'on sépare n chiffres décimaux sur la droite du résultat. 

Premier exemple, — On demande d'évaluer i/- 

I 5.1 

moins de — ou de 0,001 . La valeur de - à moins de — • est 
IO-' y 10® 

0,714285714. Les valeurs de v7*4î*857i4 à moins d'une 
unité sont 893 et 894 ; par conséquent , 0,893 et 0,894 sont 

a /g ^ , 

les valeurs de \/ - ^ moins de 0,001, la première par dé- 
faut , la seconde par excès. 



s , 

a 



Second exemple. — On demande d'évaluer V3,t4 à 
moins <R 0,1. Il faut, d'après la règle, exprimer 3,i4 
avec 3 décimales; ce qui se fera en écrivant un zéro à la 
droite de ce nombre. Supprimant ensuite la virgule, on a 

le nombre 3i4o. On trouve que les valeurs de v^3i4oà 
moins d'une unité sont i4 et i5; par conséquent, les va- 



3,7; 



leurs de v3,i4à moins de — sont i,4 et i,5. 

10 ' 
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^ Questions proposées. 

1 . Démontrer qu'un nombre entier ne peut être un cube 
parfait si , le cbifTre des unités étant 2 ou 6 , le chiffre des 
dizaines est pair. 

2. Démontrer qu'un nombre entier nepeut être un cube 
parfait si, le chiffre des unités étant 4 ou 8, le chiffre des 
dizaines est impair. 

3. Démontrer qu'un nombre entier ne peut être un cube 
parfait si , le chiffre des unités étant 5 , le chiffre des dizaines 
n'est ni 2 ni 7, 

4. Si l'on écrit les uns à la suite des autres les chiffres 
qui représentent les dizaines des cubes successifs terminés 
par un même chiffre pair autre que zéro , la suite que l'on 
obtiendra sera périodique, et la période aura cinq chiffres. 

5 . Comment peut-on reconnaître si un entier donné est 
la différence de deux cubes, et, dans le cas où il en est 
ainsi , comment peut-on trouver ces deux cubes ? 

6. Quand on a déterminé un ou plusieurs chiffres de la 
racine cubique d'un entier, et qu'on se propose de trouver 
le chiffre suivant, on effectue une division dont le quo-^ 
tient est le chiffre cherché ou un chiffre trop fort. On 
propose de démontrer que si le nombre formé par les 
chiffres déjà écrits à la racine est égal ou supérieur à 10, 
le quotient en question, s'il est plus grand que le chiffie 
cherché, ne peut le surpasser que d'une unité. 



i5 
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CHAPITRE ni. 
THÉORIE DES NOMBRES INCOMMENSURABLES. 

Des Opérations en général. — Extension , aux nombres incommensurables, 
des théorèmes relatifs aux opérations. — Des racines en général. — 
Calcul des radicaux. — Extraction , avec une approximation donnée, 
de la racine carrée d'un nombre incommensurable. — Méthode abrégée 
pour l'extraction de la racine carrée d'un nombre fractionnaire ou 
incommensurable. — Méthode abrégée pour l'extraction de la racine 
carrée d'un nombre entier. — Extraction , avec une approximation donnée, 
de la racine cubique d'un nombre incommensurable. — Extraction des ' 
racines dont l'indice ne renferme que les facteurs premiers 2 et 3. 



Des opérations en général, 

256. Avant de pousser plus loin Tétude des nombres , ii 
est indispensable d^étendre les définitions des opérations de 
l'arithmétique données précédemment , afin que ces défini- 
tions, bornées jusqu'ici aux nombres commensurables , 
puissent embrasser tous les cas. Mais, comme une opéra- 
tion qu'on exécute sur des nombres est la représentation 
d'une opération relative aux grandeurs , et que d'ailleurs 
les nombres incommensurables ne nous sont connus que 
quand les grandeurs qu'ils représentent sont bien définies, 
il est nécessaire, avant tout, d'indiquer d'une manière géné- 
rale le sens des opérations à exécuter sur les grandeurs. 

La somme de plusieurs grandeurs de même espèce est 
une grandeur formée de parties respectivement égales aux 
grandeurs données. 

La différence de deux grandeurs de même espèce est la 
grandeur qu'il faut ajouter à la plus petite des grandeurs 
données pour reproduire la plus grande. 

Le produit d'une grandeur par un entier est la somme 
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d'autant de grandeurs égales à la grandeur donnée qu'il y a 
d*unités dans Fentier. 

Le produit d'une gi^andeûr par une fraction est une par- 
tie de celte grandeur indiquée par la fraction. Ainsi lepro- 

5 
duit d'une grandeur par - est les cinq septièmes de cette 

grandeur. 

On définit le produit d'une grandeur par un nombre in- 
commensurable N en disant que : C*est une grandeur plus 
grande que les produits de la grandeur donnée par les 
nombres commensurables inférieurs à N, et plus petite 
que les produits de la grandeur donnée par les nombres 
commensurables supérieurs à N. 

Le quotient d'une grandeur par un nombre est la gran- 
deur qu'il faut multiplier par le nombre donné pour re- 
produire la grandeur donnée. 

257. Cela posé, les définitions suivantes de l'addition et 
de la multiplication sont applicables dans tous les cas : 

L'addition a pour but de troux^er le nombre qui repré- 
senterait une grandeur égale à la somme d'autres gran^- 
deurs représentées par des nombres donnés. 

Le résultat de l'opération est, dans tous les cas, appelé 
somme, 

La multiplication a pour but de tromper le nombre qui 
représenterait une grandeur égale au produit y par un 
nombre donnée d'une grandeur représentée par un second 
nombre donné. 

Dans tous les cas , le nombre qu^on multiplie est appelé 
multiplicande y le nombre par lequel on multiplie est appelé 
multiplicateur^ le résultat de l'opération est le produit. 

Remarque I. — En comparant cette définition générale 
de la multiplication avec celles du n^ 162, on voit que celles- 
ci sont applicables toutes les fois que le multiplicateur est 

#ommensurable . 

i5. 
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on trouve pour résultat 436 1 4^08 , nombre inférieur à 
43725658^ on en conclut que 352 est effectivement la par- 
tie entière de \/43725658. L'excès du nombre proposé 
43725558 sur le cube 436i4^o8 de 352, est iti45o. 

249. Le raisonnement qui précède conduit à la règle 
suivante : 

Pour extraire , «. moins d'une unité , la racine eu-- 
bique d'un nombre entier, on le partage en tranches de 
trois chiffres à partir de la droite. Le nombre de ces 
tranches, dont la première à gauche peut na^^oir quun 
ou deux chiffres, est égal au nombre des chiffres de la ra- 
cine. 

On extrait la racine du plus grand cube entier contenu 
dans le nombre formé par la première tranche à gauche; 
on a ainsi le premier chiffre de la racine. 

On forme le cube de ce chiffre, et l'on retranche ce 
cube du nombre exprimé par la première tranche à gau- 
che , puis on abaisse le premier chiffre de la deuxième 
tranche à la droite du reste» On dii^ise le nombre aiiwsi 
formé par trois fois le carré du premier chiffre de la ra-^ 
cine. Le quotient entier de cette division est égal ou supé- 
rieur au deuxième chiffre de la racine. Pour essayer ce 
chiffre, on l'écrit à droite du premier chiffre de la racine, 
et l'on élevée le résultat au cube. Si ce cube peut être re- 
tranché du nombre formé par les deux premières tran- 
ches, le chiffre essayé est exact; dans le cas contraire, 
on essaye de la même manière le chffre inférieur d'une 
unité, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait troussé le chffre 
exact. 

Le deuxième chffre de la racine étant troui^é, et le 
cube du nombre formé par les deux premiers chffres de 
cette racine ayant été soustrait du nombre formé par les 
deux premières tranches, on abaisse, à la droite du reste, 
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le premier chiffre de la troisième tranche. On divise le 
nombre ainsi formé -par trois fois le carré du nombre 
exprimé par les deux premiers chiffres de la racine. Le 
quotient entier de cette dii^ision est égal ou supérieur au 
troisième chiffre de la racine. Pour essayer ce chiffre , on 
récrit à droite du nombre foiiné par les deux premiers 
chiffres de la racine , et Von élève le résultat au cube. 
Si ce cube peut être retranché du nombre formé par les 
trois premières tranches , le chiffre essayé est exact ^ dans 
le cas contraire, on essaye de la même manière le chiffre 
inférieur d*une unité, lequel ne peut manquer d'être 
exact (*). 

On continue ainsi jusqu'à ce que toutes les tranches 
aient été employées . L'excès du nombre proposé sur le cube 
de la racine trouvée est dit le reste de l'opération. Si ce 
reste est nul, on a la racine exacte du nombre proposé ; 
dans le cas contraire, on a seulement la partie entière 
de cette racine ^ ou sa valeur ^ par défaut, à moins d'une 
unité. 

Remarque I. — Il peut arriver que dans l'une des divi- 
sions qu'on exécute pour trouver les diflférents chiffres de 
la racine , à partir du deuxième , le quotient entier soit plus 
grand que 9-, daus ce cas, on commence les essais par le 
chiffre 9. 

Remarque II. — Il peut arriver aussi que dans. l'une des 
divisions dont il vient d'être question , le quotient entier 
soit zéro , dans ce cas , le chiffre correspondant de la racine 
est zéro. 

250. Voici comment on dispose l'opération. Nous pre- 
nons pour exemple le nombre 43725658 qui nous a servi 

(*) Voir la 6* des questions proposées à la fin du chapitre. 
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à établir nos raisonnements : 



43725658 


352 




35 
35 


352 


27 


27- 


3X3' 


352 


167 


3675 


= 3 X 35' 


175 
io5 


704 
1760 


43725 






1225 


ib56 


42875 






35 


123904 


85o6 






6125 
3675 


352 
247808 


43725658 






42875 


619520 


43614208 








37 17 12 



I I i45o 



43614208 



251 . Le reste auquel conduit l 'extraction, à moins d'une 
unité, de la jxicine cubique d'un entier est moindre que 
trois fois le carré de la racine , plus trois fois cette racine, 
plus une unité. 

Soient N le nombre dont il s'agit, a la racine et H le 
reste. On a 

Supposons , s^il est possible , 

R=: ou ]>'3«*-h3tfH-i; 
on aura , en ajoutant a' de part et d'autre , 

«M-R ou N=: ou >>fl'-h 3«^ -f- 3a 4- I, 

c'est-à-dire 

N= ou >(fl-M)S 

ce qui est impossible , attendu que , par hypothèse , a' est 
le plus grand cube entier contenu dans N. 

Remarque, — Il résulte de là que dans l'extraction de la 
racine cubique d'un entier, chacun des restes que Ton 
forme successivement est au plus égal à trois fois le carré 
du nombre formé par les chiffres déjà trouvés, plus trois 
fois ce même nombre. 
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Extinction, a%>ec une approximation donnée y de la racine 
cubique d'un nombre entier ou fractionnaire. 

252. Soit N un nombre entier ou fractionnaire , et pro- 
posons-nous d^ex traire sa racine cubique à moins de -• 
Il s'agit (n** 197) de trouver un entier r , tel que l'on ait 

f<{/N et l±l:>'y/ïi, 
n n 

ou , en élevant au cube , 

^<N et 1^^>N. 
OU enfin, en multipliant par w', 

Ces dernières inégalités montrent que a?' est le plus grand 
cube entier contenu dans N/i' 5 par conséquent, le nombre 
inconnu x est la racine cubique de Nw', par défaut, à 
moins d'une unité. 

Le raisonnement qui précède conduit à la règle suivante : 

Pour extraire y à moins de -^ la racine cubique d'un 

nombre N entier ou fractionnaire, il faut extraire à moins 
d'une unité la racine cubique du produit Nn', et dii^iser 
le résultat par n . 

Premier exemple, — On demande d'évaluer >l\Qk moins 
de — La racine cubique du produit 19 X 7* = 65 17 est 18 

ou 19 à moins d'une unité. Par conséquent, — et — sont 

les valeurs approchées de y^ig à moins de -? la première 
par défaut, la deuxième par excès. 
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Remarque. — Il résulte de là que : 

Pour dwiser une somme par un nombre , il suffit de 
diviser chacune des parties de la somme par le nombre. 

En effet j soit à diviser la somme a -1- i -+- c par m 5 on a , 
d'après ce qui précède , 

, la b c\ 

a + b + ct= [ — -\ f-_)x/wj 

\m m m J 

d'où , en divisant par m , de part et d'autre , 

rf + ô-f-c a b c 
m m m in 

262. Les conséquences que nous avons déduites dit 
théorème précédent, dans lé cas des nombres entiers 
(n^^ 70 et 71), se trouvent donc établies généralement. 
Ainsi : 

i^. Pour multiplier deux sommes Vune par Vautre y il 
suffit de multiplier chaque partie de la première par chaque 
partie de la seconde ^ et d* ajouter ensuite tous les produits 
obtenus. 

D'où il résulte^ en particidier, que les théorèmes des 
ijos 222 et 241, relatifs à la composition du carré et du 
cube d'une somme a -+- è, ont lieu dans tous les cas , que a 
et b soient commensurables ou incommensurables. 

2°. Pour multiplier la difféi^ence de deux nombres par 
un troisième nombre^ il suffit de multiplier les deux pre^ 
miers nombres par ce troisième, et de retrancher le plus 
petit produit du plus grand. 

D'où il résulte immédiatement que : 

Pour dii^iser la différence de deux nombres par un 
troisième nombre, il suffit de dii^iser les deux premiers 
nombres par ce troisième , et de retrancher le plus petit 
quotient du plus grand. 

Des racines en général. 
263. La racine m'^'"" d'un nombre N commensurablc oïl 
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incommeiisurable est le nombre qu'il faut élever à la m'^"" 
puissance pour reproduire N. 

Pour indiquer la racine nt^""" d'un nombre, on écrit 

d'abord ce nombre, et l'on place à sa gauche le radical '(/ 
dans l'ouverture duquel on écrit le nombre m, qu'on 
appelle indice ou degré de la racine. 

Ainsi \/8 représente la racine septième de S , ou la racine 
de 8 dont l'indice est 7. 

Lorsque l'indice d'une racine est a, ou se dispense de 
l'écrire \ ainsi la racine carrée d'un nombre N est toujours 

représentée par y'^N , comme nous l'avons supposé jusqu'ici. 

264. Un nombre entier qui n'est pas la puissance /»'*'"*' 
d'un nombre entier (n** 178) n'est pas non plus la puis- 
sance m'^"** d'une fraction \ sa racine iw*^'"* est un nombre 
incommensurable. Il en est de même de la racine m**"** d'une 
fraction irréductible dout les termes ne sont pas les puis- 
sances m""*" de deux nombres entiers. 

Calcul des radicaux. 

265. On emploie le mot radical^ non-seulement pour 
désigner le signe y/ , qui sert à représenter une racine, 
mais encore pour désigner cette racine elle-même. 

Théorème I. — Le produit de plusieurs radicaux du m'*'"' 
degré est égal à la racine m'^'"* du produit des nombres 
placés sous ces radicaux. 

Soient les trois radicaux du degré m 

V«, Sjo, \/c; 
je dis que l'on a 

En effet, pour élever le produit '\/a X "\/b X '\/c à la 
puissance m'^'"% il suffit (n® 259) d'élever chaque facteur à la 
puissance w, ce qui donne pour résultat abc» Il suit de là 
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que "^a X 7^ X 'sjc est la racine w'*"*' de abc ; ce qui dé- 
montre le théorème énoncé. 

Corollaire I. — La racine m*'"** d'un produit est 
égale au produit des racines m"'"" des facteurs. 

Soit, en effet, le produit abc. On à, en vertu du théo- 
rème précédent , 



^abc = ^a X V ^ X^ V ^' 

Corollaire II. — Pour multiplier un radical du degré m 
par un facteur ^ il suffit de multiplier par la m***"* puissance 
de ce facteur le nombre qui est sous le radical. 

Soit à multiplier "sja par b. On a 6 = 7^"*? ^^5 ^^ rerlu 
du théorème précédent, ' 

^a 'X b =:= '\/a "yfb^ = \/ab'^. 

Remarque. — Quand on remplace ainsi un produit tel 
que bxl^a par 7«^"*> on dit qu! on fait entrer le facteur h 



mi ,„ 



sous le radical. Réciproquement, on peut remplacer \Jab 
par b X "sja^ et alors on fait sortir le facteur h du radical. 

266. Théorème U. — Le quotient de deux radicaux 
du m'*"** degré est égal à la racine m*''"* du quotient des 
nombres placés sous ces radicaux. 

Soient , en effet , les deux radicaux du degré m , 



comme a = t X è , on a , eiï vertu du théorème I , 
d'où, en divisant par I(/i, 
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Corollaire. — La racine m*'"" d' une fraction est égale 
au quotient des racines m'*'"*' de ses deux termes. 

267. Théorème III. — Pour élever un radical à une 
puissance ^ il siiffit d'éley^er à cette puissance le nombre 
placé sous le radical. 

Soit le radical 'sja , et proposons-nous de Télever à la qua- 
trième puissance. On a (n*' 265) 



Ce raisonnement prouve qu'on a, généralement, 

268. Théorème IV. — Pour extraire la racine n''"*' d^un 
radical, il suffit de multiplier par n l'indice du radical. 

Soit le radical ([/«. Je dis que l'on a 



v^;^ 



En effet, élevons v7« à la puissance mn. Il suffit, pour 
cela, d'élever ce radical à la puissance n, puis d'élever le 

résultat obtenu à la puissance m'^a,, ce qui donne pour ré- 
sultat final a. Il suit de là que \yla est bien la racine mn'^""' 
de a. 

Corollaire. — Pour extraire d'un nombre a une racine 
dont V indice est le produit de plusieurs facteurs m, n, p, 
il suffit d'extraire la racine m**"" de a , puis la racine n**"*' 
du résultat^ puis enfin la racine p**"** de ce second résultat^ 

On a , en efiet , d'après le théorème précédent, 

269. Théorème V. — Un radical ne change pas de, 
valeur si l'on multiplie son indice par un nombre net qu'on 
élèue en même temps à la n*^'"' puissance le nombre placé 
sous le radical. 
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Soit le radical '^a. Je dis que Ton a 

mni — ~ mi 



eine 



En eÛet, chacun de ces radicaux est la puissance iV 
de7â(n"'267et268). 

270. Réduction des radicaux au même indice. — Le 
dernier théorème permet de réduire plusieurs radicaux au 
même indice. 

Soient, par exemple, les deux radicaux 

s/3 et v/2; 



on a 



v/3 = '^^T' = ^5^. 

En général , on réduit plusieurs radicaux au même indice 
en midtifdiant V indice de chaque radical par le produit de 
tous les autres indices et élevant le nombre placé sous ce 
radical à une puissance marquée par ce produit. 

On peut aussi réduire plusieurs radicaux à un indice 
commun égal au plus petit multiple commun de leurs in- 
dices. 

Remarque. — La réduction des radicaux au même indice 
permet de remplacer par un radical unique le produit ou le 
quotient de radicaux d'indices différents. 

Soient les deux radicaux yï et v^a. En les réduisant au 

même indice , on les transforme en yfzy et ^^4)013 donc 

v/3 X t'a = v'i? X v'î = v/27 X 4 = \''«Ô8, 

v'^ U V 4 ^ ' 

z7i . Théorème VI. — Un radical ne change pas rie 
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valeur si on cliuîse l'indice par un de ses dii^iseurs ii et 
quon extraie la racine u'^"" du nombre qui est sous la 
radical. 

Soit le radical l^a et soit n un diviseur de m. Comme 
7// = -X/i,ona (n«268) 



m 



y/y/a=i "y/a,. 

Remarque. — Ce théorème permet de simplifier un ra- 
dical , dans le cas où le nombre qui est sous ce radical est 
une puissance dont l'exposant divise l'indice. 

Soit, par exemple, le radical ^27. 27 est la troisième 
puissance de 3 , et l'indice 6 est le produit de 3 par 2 ; on a 
donc 

Extraction, ai^ec une approximation donnée y de la racine 
carrée d'un nombre incommensurable, 

272, Les règles que nous avons données (n®* 226 et 234) 
pour l'extraction de la racine carrée d'un nombre entier ou 
fractionnaire s'appliquent aussi aux nombres incommen- 
surables. Les raisonnements dont nous avons fait usage 
peuvent, en effet, être répétés textuellement sur un nombre 
incommensurable. Ainsi , 

Pour extraire j à moins d'une unité y la racine cannée 
d'un nombre incommensurable N, il faut évaluer N, par 
déjauty à moins d\ine unité, et extraire^ à moins d'une 
unité, la racine carrée de l'entier ainsi obtenu. 

Pour extraire, à moins de-^ la racine carrée d'un nom- 

n 

bre incommensurable N, il faut évaluer, par défaut, à 

moins d'une unité, le produit Nn*, extraire, à moins 

d'une unité, la racine carrée de V entier ainsi obtenu, et 

diviser le résultat par n. 
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Eu particulier, 

Pour extraire, à moins de — ? la racine carrée d^un 
nombre incommensurable N, il faut èv^aluer IS^par dé- 
faut, à moins de , c'est-à-dire avec an décimales , sup- 

primer ensuite la "virgule^ extraire y à moins d'une unité , 
la racine carrée de l'entier obtenu , et séparer n chiffres 
décimaux sur la droite du résultat. 

Exemple. — On demande d'extraîre la racine carrée de 

—'i a moins de 0,001. 

On a 



-+-\/5 _ 5 v/5 _ 5 



2 222 



- i/j = 2,5-4- V^i ,25. 

11 faut évaluer d'abord i/iTâS à moins de — - : on trouve 

^ ' io« ' 

S-h V^5 
pour résultat i,ii8o33-. On a donc ^ = 3,6i8o33, à 

moins de — - , et par défaut. 

Il faut maintenant extraire, à moins d'une unité, la 
racine carrée de 36 18 o33 ; on trouve pour résultat 1902. 
On a donc, à moins de 0,001, et par défaut. 



\/^=.. 



90 



2. 



Méthode abrégée pour l'extraction de la racine carrée 
d*un nombre fractionnaire ou incommensurable. 

273. Les règles précédentes sont susceptibles d'une sim- 
plification notable. Cette simplification résulte du théorème 
suivant : 
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Théorème. — Si N désigne un nombre quelconque dont 
la partie entière ait ak ou 2 k — i chiffres y et que A soit 
rentier obtenu en remplaçant par des zéros lesk — i der- 
niers chiffres de cette partie entière , on obtient une valeur 

de VN à moins d^une unité [par défaut ou par excès, sui- 

vant les cas) en prenant la valeur de \[K à moins d'une 
unité par excès. 

Soient a la partie entière de y^A , et R le reste auquel 
conduit Topération ] on aura 

A = fl> + R. 

Soit aussi B l'excès de N sur A , en sorte que N = A + B -, 
on aura 

Le nombre A ayant ^kon^ik — i chiffres , a a /l chiffres. 
La partie entière de B étant formée par les k — i derniers 
chiffres de la partie entière de N, on a évidemment B<^a: 
d'ailleurs le reste R ne peut surpasser 2 a -, donc R -f- B est 
moindre que 3a et, à plus forte raison, moindre que 
4 a H- 4. Par suite , l'égalité N = a* -f- R 4- B donne 

N>«' et N<;«'4-4«-f-4 <>" <(«-+-2)*- 

On voit par là que N est compris entre a* et (a H- i)* ou 
entre (a 4- i)* et (a + 2)* ^ par conséquent, a H- 1 est la 

valeur de ^ à moins d'une unité par défaut ou par excès 
Remarque, — Si le reste R ne surpasse pas a , a est la va- 
leur de V^ à moins d'une unité par défaut, a H- 1 est la va- 
leur par excès. 

En effet, dans ce cas, R + B est moindre que 2a et, à 
plus forte raison, moindre que 2a +1. Par suite, l'égalité 
N == a* -f- R -h B donne 

N^'^i' et N-<â[»-f-2fl -f-i ou <;(« -hi)'; 
et qui montre que a est la partie entière de y^N. 
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274. Les règles des n?' 226 , 234 et 272 ramènent l'ex- 
tractîon de la racine carrée d'un nombre quelconque, à une 
approximation donnée , à l'extraction de la racine carrée 
d'un entier à moins d'une unité. Elles exigent, paç suite, 
le calcul de cet entier-, or on voit , par le théorème précé- 
dent , qu'on pourra arrêter ce calcul dès qu'on aura trouvé 
plus de la moitié des chiffres •, effectivement on pourra rem- 
placer par des zéros ceux qui resteraient à trouver et qu'il 
est inutile de connaître. 

Les règles du n° 272, ainsi modifiées , peuvent s'énoncer 
de la manière suivante : 

Pour extraire^ à moins d'une unité, la racine carrée d^un 
nombre N fractionnaire ou incommensurable , il siiffit : 
1^ de calculer les k H- i ou les k premiers chiffres de la 
partie entière de N, suivant nue cette partie entière a nia 
ou ak- — I chiffres^ 2° d^ écrire k — i zéros à la droite 
des chiffres ainsi obtenus^ 3° d'extraire, à moins d'une 
unité par excès, la racine carrée de l'entier ainsi obtenu. 

Pour extraire, à moins de -5 la racine carrée d'un 

nombre N fractionnaire ou incommensurable , on évalue 

V^Nn' à moins d'une unité, conformément à la règle pré- 
cédente , et l'on di\^ise le résultat par n. . 

275. Cette dernière règle embrasse tous les caâ qui 
peuvent se présenter. On en déduit immédiatement les 
deux règles suivantes pour évaluer en décimales, à moins 

de — ;j5 la racine carrée d'un nombre quelconque plus grand 

que I, et celle d'un nombre moindre que i. 

Pour extraire, à moins de — * la racine carrée d'un 

nombre fractionnaire ou incommensurable N ]> i , il faut : 
1° év^aluer N en décimales et arrêter le calcul dès qu'on a 
troui^é n-t-k + i own-f-k chiffres , suivant que la partie 
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entière de IS a vlIl ou 2k — i chiffres ; 2° supprimer la vir- 
gule quon a dû poser, si paimi les chiffres obtenus se 
trouv^ent des décimales ; 3° écrire n H- k — i zéros à la 
droite de ces chiffres ; 4^ extraire, à moins d'une nnité, par 
excès, la racine carrée de V entier ainsi obtenu^ 5° séparer, 
sur la droite du résultat, n chiffres décimaux. 

Pour extraire, à moins de — z^ la racine carrée d'un 

nombre fractionnaire ou incommensurable N <^ i , il faut : 
1° évaluer N en décimales , et, suii^ant que le premier 
chiffre significatif obtenu occupe le rang 2 k -|- i ou le 
rang ak -f- 2 , calculer en tout 11 — k-f-i oun — k chiffres ,• 
2® supprimer la virgule ; 3° écrire n — k — i zéros à la 
droite des chiffres obtenus^ 4° extraire, à moins d'une 
unité par excès, la racine carrée de V entier ainsi obtenu, 
5® séparer, sur la droite du résultat, n chiffres décimaux. 
Premier exemple, — On demande, à moins de 0,001, la 

racine carrée de • Un a 

2 



:= 2,5 -h V^I ,25. 

La partie entière de ce nombre a un chiffre^ il faut donc 
évaluer celui-ci avec trois décimales : on trouve 

à/5 

— = 3,618 à moins de 0,001 . 



2 



La racine carrée de 36 18000, ?i moins d'une unité par 
excès, est ipoS; on a donc 



v/ 



5-+- JS 

— = 1,903 à moins de 0,001 . 



Second exemple, — On demande, à moins de 0,001, 



la racine carrée de 7-. Un a 

2 4 



^ = 0,5 — slo, 1 25 . 

2 /| 

16 
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Ce nombre est <^ i , et > o ,i ; îl faut donc le calculer avec 
quatre décimales : on trouve 



\/o, 125 = 0,3537 à moins de o^oooi par excès, 

et 

1 V 2 

^ =r 0,1 463 à moins de 0,0001 par défaut. 

?. 4 

La racine carrée de i463oo , à moins d'une unité par excès , 
est 383 5 par conséquent , 



V 



I V 2 

- — ^ = o,383 à moins de 0,001 . 



276. Le théorème du n° 273 donne encore une solution 
immédiate de la question suivante : 

Connaissant une valeur d^un nombre quelconque N , 
exprimée par un nombre décimal A à moins d*une unité 
de r ordre du dernier chiffre de A par défaut, on de- 
mande ai^ec quelle approximation on peut éi^aluer y/N en 
décimales. 

Soit n le nombre total des chiffres de A 5 on écrira n — 2 
i^éros à la droite de A , et , si le nombre des décimales est 
alors impair, on écrira un zéro de plus. Soient alors 2 A le 
nombre des décimales du nombre A, et A' l'entier obtenu en 

supprimant la virgule i On pourra obtenir y^N à moins de 

— p en extrayant, à moins d'une unité par excès, la racine • 

carrée de A', et séparant ensuite A chiffres décimaux sur 
la droite du résultat. 

Exemple, — Un nombre N a pour valeur approchée 
3,i4i à moins de 0,001 par défaut, on demande avec 

quelle approximation on peut calculer \/N« 

Si Ton écrit trois zéros à la droite du nombre donné, 
il devient 3,i4iooo; et comme le nombre des décimales est 
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alors égal à 6 , on peut obtenir v^ à moins de — ^ en ex- 
trayant v';5i4xooo à moins d'une unité par excès, et sépa- 
rant trois chiffres décimaux sur la droite du résultat. 

Méthode abrégée pour V extraction de la racine carrée 

d*un nombre entier, 

277. Tous les cas qut; présente l'extraction des racines 
carrées se réduisent, comme on a vu, à l'extraction de la 
racine carrée d'un nombre entier. Cette dernière opéra- 
tion peut être exécutée par une méthode plus expéditive 
que celle qui a été exposée au n*' 230. On a effectivement 
ce théorème : 

Théouème. — Lorsquon a déterminé plus de la moitié 
des chiffres de la racine carrée d^un nombre entier^ on 
peut troui^er les autres chiffres par une seule dit^ision. 

Soit N un nombre entier. Supposons que la partie en- 
tière de vN ait a » -h i ou un plus grand nombre de 
chiffres, que l'on ait déterminé les premiers par la méthode 
vulgaire ou autrement, et qu'il ne reste plus que n chiffres 
à trouver. Soient a le nombre formé par les chiffres con- 
nus de vJN suivis de n zéros, et a: le nombre généralement 
incommensurable qu'il faut ajouter à a pour avoir la va- 
leur exacte de vN. On aura 

N = (« 4- j:)' = fl' H- ?. rtJ? -f- .r' ; 
donc 

2 «j: + x' = IN — a^ 

Le nombre a est supposé connu, il en est de même de la 
différence N — a' que nous désignerons par R. On a donc 

2 «x -h -2^' = R ; 

d'où , en divisant par 2 a , 

x^ R 



i6. 



.r 

2a 
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OU 

R x^ 



7.a aa 



Soient g le quotient et r le reste de la division de R-fâr 
2 a*, l'égalité précédente devient 

r X' 

(l) X = q -^ 

La partie entière de x n'ayant que n chiffres , x est moindre 
que lo", par suite, X^ est moindre que lo'**^ mais, d'a- 
près l'hypothèse, a renferme au moins aw-f-i chiffres, 
donc a X 2 est plus grand que lo***. Il résulte de là que la 



x^ 



fraction — est moindre que Tunité; il en est évidemment 

de même de la fraction — ; par conséquent, Terreur com- 
mise en prenant 

si elle existe, sera moindre qu'une unité. 

Si Ton a x]><7, l'égalité (i) montre que r> j:*, et que, 
à plus forte raison, r> ^*; 

Si Ton Si x = q, F égalité (i) montre que r = x*^ et que, 
par conséquent, /•= <y*5 

Si Ton a a: <[ y, l'égalité (i) montre que r <^ a:', et que, 
à plus forte raison, r< y*. 

Il suit de là que : 

1°. Si r^^', a H- 9 sera la valeur de y^, à moins 
d'une unité par défaut*, 

a°. Si r = ^*, a -f- 7 sera la valeur exacte de v^j 

3**. Si r<^y', a-^-q sera la valeur de y^, à moins 

d'une unité par excès ; par suite , a -f- ^ — i sera la valeur 

à moins d'une unité par défaut. 

278. On peut trouver facilemf'nt, dans le premier et 
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dans le troisième cas, l'excès de N sur le plus grand carré 
entier qui y est contenu. On a, en effet, 

ou 

(2) N = a'-|- 2ay -h /•. 

Cela posé, soit d'abord r^q*-^ le plus grand carré entier 
contenu dans N est [a -f- y)', et l'on a 

Retrauchant celte égalité de l'égalité (2) , il rient 

Supposons, en second lieu, r<^^'; le plus grand carré 
entier contenu dans N est a + ^ — i , et Ton a 

(«-H^r — l)' = (rt-f-^)'— 2(^4-7)+ '» 

= a' -H 2 /ïç -f- y ' — 2(/i -+- ^) -I- î. 

Retranchant cette égalité de l'égalité (i), il vient 

N — («4- ^ — 0'=2(«-f-^)— (9'— r— i). 

279. En se fondant sur ce qui précède, pour extraire la 
racine carrée d'un entier N qui a un grand nombre de 
chiffres, on déterminera les trois premiers chiffres de la 
racine par la méthode vulgaire. La méthode abrégée fera 
ensuite connaître les deux suivants. Connaissant cinq chif- 
fres , la méthode abrégée fera connaître les quatre suivants , 
et ainâi de suite. 

Exemple. — On demande de calculer sJZ avec huit déci- 
males. 11 faut extraire à moins d'une unité la racine carrée 
de 3 X lo^'. Déterminons les trois premiers chiffres de cette 
racine : 



y 



3 

200 
î 100 

7» 



173 



27 



343 
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Faisant N = 3oooooooo , a = 17300 , ou a 

N — a' = 7U)ooo. 
Divisons 710000 par 2 X 17300 = 346oo, 



•^lOOOO 

18000 



34600 
20 



nous aurons 
puis 



Y = 20 et A- = 1 8000 , 

<7» = 4^0 et /• — ^* == 1 7600 ; 

donc 17320 est la racine de N à moins d'une unité par 
défaut, el l'excès de N sur le carré de 17320 est 17600. 
Faisant 



N = 3oooooooooooooooo , a = 173200000, 



on a 



N — a}z^\ 760000000000 . 
Divisons ce nombre par 2 X 173200000 = 346400000, 



1 7 (Jooo 0000000 
2800000000 
288000000 



346400000 



5o8o 



pui 



Nous aurons encore 

q z=z 5o8o et /' = 288000000 , 

q* = 26806400 et r — 7' = 262193600; 

donc i732o5o8o est la valeur de v/3 X lo** à moins d'une 
unité par défaut, et le reste de l'opération vulgaire serait 

262103600. On a donc, à moins de — - > 

i7 lO* 

\/3 = 1 ,732o5o8o. 

Extraction, auec une approximation donnée, de la racine 
cubique d'un nombre incommensurable, 

280. Les règles que nous avons données pour l'extraction 
de la racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire 



r 
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s^appliqueut aussi aux nombres incommensurables. Les 
raisonnements dont nous avons fait usage peuvent, en eil'et, 
être répétés textuellement sur un nombre incommensurable. 
Ainsi, 

Pour extraire y à moins d'une unité, la racine cubique 
d'un nombre incommensurable N, il faut éualucr N à 
moins d'une unité par défaut et prendre la racine cu- 
bique de V entier ainsi obtenu à moins d'une unité. 

Pour extraire, à moins de ^t la racine cubique d'un 

nombre incommensurable N, il faut é\^aluer, à moins d^wic 
unité par défaut, le produit Nn^, extraire à moins d^unc 
unité la racine cubique de l'entier ainsi obtenu, et diviser 
le résultat par n. 
En particulier, 

Pour extraire, à moins de — 5 la racine cubique d'un 

nombre incommensurable N, il faut évaluer N à moins 
(le — ^^ par défaut, supprimer ensuite la virgule, extraire 

à moins d'une unité la racine cubique de rentier ainsi 
obtenu y et sépar,er n chères décimaux sur la droite du 
résultat, 

28i . Les règles précédentes , comme celles qui.sont rela- 
tives à l'extraction de la racine carrée, sont susceptibles 
d'une simplification pratique; mais cette simplification a 
peu d^importance, attendu que Textraction des racines 
cubiques s'effectue presque toujours à l'aide des loga- 
rithmes, dont nous exposerons plus loin la théorie. 

Extraction des racines dont l'indice ne renjeime que les 

facteurs premiers 1 et Z, 

282. L'extraction d'une racine dont l'indice ne renferme 
que les facteurs premiers 2 et 3 se ramène immédiatement 
H des extractions de racines carrées et cubiques. 



248 TRAITÉ d'arithmétique. 

Racines quatrième , huitième y etc. — i®. Soit proposé 
d'extraire, à, moins de - ,*Ia racine quatrième du nombre N. 

On a (n° 268) 

• ^N = vVn . 

Il s'agit donc d'extraire la racine carrée de JlS, à moins de — 

• n 

Les règles du n? 272 ou celles du n° 274 donnent la solution 
de cette question , car elles indiquent l'approximation avec 

laquelle il faut calculer v^ pour avoir ensuite V V^ à moins 



de'. 

n 



2*^. Soit proposé d^extraire la racine huitième du nom- 
bre N, à moins de -• 

On a (n*^ 268) _ 

Il s'agit donc d'extraire la racine carrée de {/N à moins 

de — Les règles du n° 272 ou celles du n** 274 indiquent 

l'approximation avec laquelle il faut calculer \/N 5 ce calcul 
se fera comme nous venons de le montrer tout à l'heure. 

On voit qu'on ramène à des extractions de racines carrées 
l'extraction de toute racine dont Tindice est une puissance 
de 2' quelconque. 

283. Racines sixième j douzième, etc. — 1®. Soit proposé 

d'extraire, à moins de -, la racine sixième du nombre N. 
On a 

Il s'agit donc d'extraire la racine cubique de vN, à moins 

de — Les rèdes des n®' 272 et 280 donnent la solution àe 

n ^ 

cette question. 
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2°. Soîl proposé d'extraire la racine douzième du nombre 
N, à moins de-* 



1 

n 
On a 



Il s'agit donc d'extraire, à moins de -, la racine cubi- 

que de (/N. Les règles des n°* 272 et 280 donnent la solu- 
tion de cette question. 

Généralement on voit que les règles des n°* 272 et 280 
donnent le moyen d'extraire, avec une approximation don- 
née, toute racine dont l'indice ne contient que les facteurs 
premiers 2 et 3. 

Questio n s prop osées . 

1. Démontrer l'égalité 

2. Démontrer l'égalité 



1^ 3 



3. Calculer, à moins de 0,0001, cbacun des radicaux 

\/9 + 4v/5 et v^9 — 4y/5, 

4. Démontrer le théorème suivant : Si N désigne un 
nombre quelconque dont la partie entière ait 3/:, 3 A — i 
ou 3/r — 2 chiffres, et que A soit l'entier obtenu en rem- 
plaçant par des zéros les 2 A — 3 derniers chiffres de cette 

partie entière , on obtient une valeur de v^N à moins d'une 
unité (par défaut ou par excès , suivant les cas), en prenant 

la valeur de ^A à moins d'une uni lé par excès. 
Déduire de ce théorème une méthode abrégée pour l'ex- 
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traction de la racine cubique d'un nombre fractionnaire ou 
i ncommeusurable . 

5. Connaissant une valeur d'un nombre quelconque N, 
exprimée par un nombre décimal A à moins d'une unité 
de Tordre du dernier chiffre de A par défaut , on demande 

avec quelle approximation on peut évaluer yJN eu déci- 
males. # 

6. Démontrer le théorème suivant : Si N désigne un 
nombre entier dont la racine cubique a , au moins, 2 re -f- a 
chiffres ; si , en outre , a désigne le nombre formé par les 

fi -f- 2 premiers chiffres de ^N suivis de n zéros, et g le 
quotient entier de la division de N — a* par 3a', on aura 

exactement ou à moins d'une unité. 
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CHAPITRE IV. 
THÉORIE DES APPROXIMATIONS DÉCIMALES. 

But de la théorie des approximations. — Addition. — Soustraction. — Mé- 
thode abrégée d'Oughtred pour effectuer la multiplication de deux nom- 
bres entiers ou décimaux. — Évaluation, avec une approximation 
donnée, du produit 'de deux nombres qu'on peut calculer avec une 
approximation quelconque. — Évaluation du produit de deux nombres 
dont on ne connaît que des valeurs approchées. — Produits de plusieurs 
nombres et puissances. — Méthode abrégée de M. Guy pour calculer, à 
moins d'une unité , le quotient de deux nombres entiers. — Extension 
de la méthode de M. Guy au cas des nombres décimaux. — Évaluation, 
avec une approximation donnée, du quotient de deux nombres qu'on 
peut calculer avec une approximation quelconque. — Évaluation du 
quotient de deux nombres dont on ne connaît que des valeurs approchées. 



But de la théorie des approximations , 

284. Les règles du calcul des nombres entiers et déci- 
maux , exposées précédemment, donnent le moyen de trou- 
ver le résultat exact d'une opération quelconque à exécuter 
sur ces nombres. Mais, le plus souvent, on n'a besoin de 
connaître qu'une valeur approchée du résultat ; alors on 
doit employer des méthodes plus expéditives, que nous 
allons expliquer avec détails. 

Ces méthodes abrégées, très-utiles pour le calcul des 
nombres entiers ou décimaux donnés exactement , sont in- 
dispensables pour obtenir le résultat d'une opération à exé- 
cuter sur des nombres incommensurables dont on ne peut 
avoir que des valeurs approchées, ou sur des nombres 
résultant d'expériences et d'observations toujours nécessai- 
rement entachées d'erreur. 
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Un nombre incommensurable étant la limite de ses va- 
leurs approchées à moins de o,i , de o,oi, de o,ooi, etc., 
peut être considéré comme un nombre décimal d'un nom- 
bre illimité de chiffres. Aussi les règles que nous allons faire 
connaître s'appliqueront-elles à tous les cas 5 elles nous don- 
neront la solution des deux questions suivantes qui consti-; 
tuent toute la théorie des approximations. 

1^. Étant donnés plusieurs nombres susceptibles d'être 
évalués à moins d'une unité d^un ordre- quelconque y ai^ec 
quelle approximation faut-il calculer chacun d'eux, pour 
obtenir, à moins d'une unité d'un ordre déterminé, le ré- 
sultat d'une opération à effectuer sur ces nombres? 

2^. A\^ec quelle approximation peut-on obtenir le ré- 
sultat dune opération à exécuter sur des nombres dont 
on ne connaît que des valeurs approchées ? 

285. Tous les cas que présente l'extraction des racines 
carrées et cubiques ayant été traités dans les chapitres pré- 
cédents, nous n'avons à nous occuper que des quatre opé- 
rations fondamentales , l'addition , la soustraction , la mul- 
tiplication et la division. Mais, avant d'entrer en matière , 
nous avons à faire une remarque importante. 

Etant donné un nombre décimal N formé d'un nombre 
de chiffres limité ou illimité , si l'on supprime toutes les dé- 
cimales qui suivent la n'^'"*, le nombre décimal A que l'on 

obtient sera la valeur de N à moins de — par défaut : et l'on 

10" ^ 

obtient la valeur B de N , à moins de — - par excès , en aug- 
mentant d'une unité le dernier chiffre de A. L'un des nom- 
bres A et B est une valeur approchée de N à moins d'une 
demi-unité du n'*'"' ordre décimal \ ce sera évidemment A 
si la [n -f-i)'^'"'' décimale de N est 4 ou un chiffre inférieur ; 
(*e sera , au contraire , B si la (« -h i)'^""* décimale de N est 5 
ou un chiffre supérieur. Celui des nombres A et B qui 
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diffère de N de moins d'une demi-unité du /i'*"" ordre dé- 
cimal est ce que Ton nomme habituellement la valeur de N 
avec /i- décimales. Ainsi, par exemple, quand on parle de 
nombres calculés avec sept décimales^ il faut entendre que 
ces nombres sont en erreur de moins d'une demi-unité du 
septième ordre décimal. D'après cela, pour calculer un nom- 
bre avec sept décimales, il est indispensable de savoir si la 
huitième décimale est supérieure ou inférieure à 4? ce qui 

exige que Ton calcule le nombre en question à moins de — •> 
et quelquefois avec une approximation plus grande. 

addition . 

286. Pour obtenir la somme de plusieurs nombres 
entiers ou décimaux à moins d'une unité d^un certain 
ordre : 

1°. Sil ny a pas plus de dix nombres à ajouter j on 
évalue chacun d'eux, par défaut y à moins d'une unité 
dix fois plus petite que celle qui exprime le degré d*ap~ 
proxin^ation demandé; on fait la somme des nombres 
approchés / on supprime le dernier chiffre à droite du ré- 
sultat ^ et l'on augmente d'une unité le chiffre précédent. 

1^. S'il y a plus de dix et moins de cent nombres à 
ajouter, on éi^alue chacun d 'eux, par défaut, à moins d^une 
unité cent fois plus petite que celle qui exprime le degré 
d'approximation demandé; on fait la somme des nom- 
bres approchés ; on supprime les deux derniers chiffres à 
droite du résultat, et l'on augmente d'une unité le chiffre 
précédent. 

Et ainsi de suite. 

Soient, par exemple, les six nombres 
3,i4i59, 9,8696, 3,i83, 34,557519, i3,oii, 31,7734, 
et supposons qu'on veuille obtenir leur somme à moins 
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de 0,0 1. D'après la règle énoncée, on ne doit consenrer 
que trois décimales dans les nombres proposés , et l'on 
dispose l'opération comme il suit : 

3,i4i . 

9>869 

.3,183 
34,557 . 
i3,oii 
3i,773 

95,534 

Supprimant le dernier chiiFre à droite du résultat, et aug- 
mentant d'une unité le chiffre précédent, on obtient le 
nombre 95,54, qui est, à moins de 0,01 , par défau^t ou 
par excès , la somme des nombres proposés. 

En effet, l'erreur commise sur chaque nombre est moindre 
que 0,001; par suite, comme il n'y a pas plus de dix nom- 
bres , la somme des erreurs est moindre que 0,001 X 10 ou 
moindre que 0,01. La somme des nombres proposés est 
donc comprise entre 95,534 et 95,534 H- O9O1 ==95,544- 
A plus forte raison, cette somme est comprise entre 95,53 
et 95,55, c'est-à-dire entre 95,53 et 95, 54^ ou bien, entre 
95,54 et 95,55. DansTun et l'autre cas, 95,54 est une va- 
leur de la somme demandée , à moins de 0,01, par défaut 
ou par excès. 

Ce raisonnement étant évidemiment général, la règle 
énoncée se trouve établie. 

Remarque, — Si l'un des chiffres que l'on supiprîme, 
vu appliquant la règle précédente, exprime des unités 
d'ordre supérieur à celui des unités simples, il faut avoir 
soin de mettre un zéro à sa place. 

287, On déduit immédiatement delà les règles suivantes : 

Pour obtenir, à moins d'une unité d'un certain ordre, 

la somme de plusieurs nombres commensurables ou incom- 



LES NOMBRES INCOMMENSURABLES. ^55 

mensurables qui ne sont pas connus d'avance, mais qu'on 
peut évaluer à moins d*une unité d'un ordre quelconque, 
il faut calculer chacun d^eux , par défaut , suii^ant les casj 
à moins d'une \inité dix fois, cent fois, etc., plus petite que 
celle qui exprime le degré d^ approximation demandé, et 
appliquer aux nombres obtenus la règle du n^ 286 \ 

a®. Pour obtenir, ayec la plus grande approximation 
possible, la somme de plusieurs nombres dont on ne 
connaît que des ^valeurs approchées par défaut, il faut 
supprimer, dans chacun de ces nombres, tous les chiffres 
qui représentent des unités d'jordres inférieurs à celui qui 
exprime le degré d'approximation as^ec laquelle l'un 
quelconque des autres nombres est évalué; faire ensuite 
l'addàion y supprimer, suivant les cas , le dernier chiffre à 
droite du résultat, ou les deux derniers chiffres, ou etc., 
augmenter enfin d'une unité le dernier chiffre conservé. 
Le résulta/ obtenu est approché à moins d'une unité de 
l'ordre de son dernier chiffre. 

Soustraction . 

288. Pour obtenir la différence de deux nombres entiers 
ou décimaux, à moins d'une unité d'un certain ordre , on 
éi'alue ces nombres ^ tous deux par défaut ou tous deux par 
excès , à moins d'une unité de cet ordre, et Von prend 
ensuite la différence des nombres approchés. 

Soient , par exemple , les deux nombres 

9,8696, 3,141592, 

et supposons qu'on veuille obtenir leur différence à moins 

de 0,001. D'après la règle énoncée, on ne doit conserver 

que trois décimales dans les nombres proposés, et l'on 

dispose l'opération comme il suit : 

9,869 

3,i4i 
6,728 
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Le résultat trouvé, 6,728, est, à moins de 0,001 par dé- 
faut ou par excès, la différence des nombres proposés. 

En effet, pour avoir la différence exacte des nombres 
proposés, il suffirait d'augmenter ou de diminuer 6,728 de 
la différence des quantités dont on a altéré les nombres 
proposés; ces quantités sont plus petites que 0,001 5 il en 
est donc, à plus forte raison, de même de leur différence. 
Par conséquent , 6,728 diffère de moins de 0,001 du ré- 
sultat exact. 

289. On déduit immédiatement de là : 

i^. Pour obtenir, cunioins d* une unité d'un certain ordre y 
la différence de deux nombres commensurables ou incom- 
meflsurables qui ne sont pas connus d'aisance, mais quon 
peut évaluer à moins d'une unité d'un ordre quelconque, 
il faut calculer ces nombres, tous deux par défaut ou tous 
deux par excès, à moins d'une unité de même ordre que 
celui de V unité qui exprime le degré d* approximation de- 
mandé y et prendre la différence des résultats^ 

2^. Pour obtenir, av^ec la plus grande approximation 
possible, la différence de deux nombres dont on ne connaît 
que des ^valeurs approchées par défaut ou par excès, il 
faut supprimer dans Vun de ces nombres les chiffres qui 
représentent des unités d'ordres inférieurs à celui de Vu- 
nité qui exprime le degré d'approximation ai^ec lequel 
l'autre nombre est év^alué, et faire ensuite la soustraction. 
Le résultat est approché à moins d'une unité de V ordre de 
son dernier chiffre. 

Méthode abrégée dOughtred pour effectuer la multi- 
plication de deux nombres entiers ou décimaux. . * 

290. Oughtred a fait connaître, dans son ouvrage inti- 
tulé ; uértis analyticœ praxis, une méthode , remarquable 
par sa simplicité, pour calculer, avec une approximation 
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donnée , le produit de deux nombres entiers ou décimaux. 
Voici en quoi cette méthode consiste : 

Pour obtenir, à moins d'une unité d'un certain ordre, 
le produit de deux nombres entiers ou décimaux, on écrit 
le chiffre des unités du multiplicateur au-^dessous du chiffre 
du multiplicande qui représente des unités dix fois plus 
petites que celle qui exprime le d-egré d'approximation 
demande ; on écrit ensuite les autres chiffres du multi- 
plicateur dans r ordre impers e de Tordre ordinaire, c'est-à- 
dire les dizaines j centaines, etc, à droite du chiffre des 
unités j les dixièmes, centièmes, etc., à gauche du chiffre des 
unités. On multiplie ensuite le multiplicande par chaque 
chiffre significatif du multiplicateur, en commençant 
chaque multiplication par le chiffre du multiplicande qui 
est au-dessus du chiffre du multiplicateur. On écrit tous 
ces produits partiels les uns au-dessous des autres, de 
manière que le dernier chiffre à droite de chacun d'eux 
se trouvée sur une même ligne verticale, et on les ajoute. 
On supprime le dernier chiffre à droite de la somme ^ et 
l'on augmente d'une unité le chiff're précédent. Si l'unité 
qui exprime le degré d'approximation demandé est une 
unité simple^ le résultat obtenu est le produit cherché ^ si 
l'unité qui exprime le degré d'approximation demandé 
est une unité du n''"** ordre ou une unité du n'*'"* ordre dé- 
cimal, il faut écrire n zéros à la droite du résultat ob- 
tenu, ou séparer sur la droite de ce résultat n chffres dé- 
cimaux. 

Le multiplicande et le multiplicateur étant écrits comme 
il vient d*être indiqué, il peut arriver que certains chiffres 
du multiplicateur n'aient pas de chiffres correspondants 
au-dessus d'eux, soit à droite, soit à gauche du multipli- 
cande. Dans le premier cas, on écrit, à la droite du multi- 
plicande, autant de zéros qu'il est nécessaire avant de com- 
mencer l'opération; dans le second cas, on opère sans 

17 
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UMiir compte des chiffres du mulliplicateur qui iToul pas 
de correspondauts au-dessus d'eux. 

Pour que la règle précédenle soit exacte, il faut, dans le 
cas où tous les chiffres du multiplicateur ont été employés, 
que la somme de ces chiffres ne surpasse pas 105 et, dans 
le cas où tous les chiffres du multiplicateur n^ont pas été 
employés, il faut que la somme des chiffres employés, aug- 
mentée du premier chiffre à gauche du multiplicande et 
d'une unité, ne surpasse pas lo. Si la somme dont il vient 
d^être question surpasse 10, la règle doit subir les deux 
modifications que voici : 

i^. Le chiffre des unités du multiplicateur doit être écrit 
au-dessous du chiffre du multiplicande qui représente des 
unités cent fois plus petites que celle qui exprime le degré 
d'approximation demanâé. 

2^. La somme des produits partiels du multiplicande 
par les diuers chiffres du multiplicateur ayant été formée, 
conformément à la règle, il faut supprimer les deux 
derniers chiffres à droite de cette somme et augmenter 
le chffre précédent d'une unité. 

Pour que la règle ainsi modifiée soit exacte, il faut, dans 
le cas où tous les chiffres du mulliplicateur ont été em- 
ployés, que la somme de ces chiffres ne surpasse pas 100; 
et dans le cas où tous les chiffres du multiplicateur n'ont 
pas été employés , il faut que la somme des chiffres em- 
ployés, augmentée dU premier chiffre à gauche du multi- 
plicande et d'une unité, ne surpasse pas 100. 

On aperçoit immédiatement quelles nouvelles modifica- 
tions il y aurait à faire subir à la règle, dans le cas où la 
somme dont il vient d'être question serait supérieure à 
100, ce qui arrive rarement dans la pratique. 

291 . Exemple, — Soient les deux nombres 
3 T , 4 » 59^^535897 , 986 ,96070733 , 
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et supposons qu'on veuille obtenir leur produit à moins de 
o,ooi. Dans cet exemple, le chifTredes unités du multipli- 
cateur doit être écrit, au-^dessous du chiffre du multipli- 
cande qui représente des unités cent fois plus petites que 
celle qui exprime le degré d'approximation demandée^ et 
.l'on dispose l'opération comme il suit : 

3 i4i 5926535897 

33707069689 



^2827433385 

25 1327408 

18849552 

2827431 

188490 

2198 

21 



3 I 00628485 
La somme des chifiVes employés du multiplicateur est 

9-1-8-4-6-1-94-64-7-1-7 = 52, 

et le premier chiffre à gauche du multiplicande est 3^ 
comme la somme 52 -f- 3 H- i ou 56 est moindre que 100, 
le produit demandé est, d'après la règle, 

3 I 006 , 285. 

Ce produit est approché , à moins (Je 0,001, par défaut ou 
par excès. 

292. Démonstration de la règle d'Oughtred, — On voit , 
par la manière dont l'opération est disposée, que les pro- 
duits partiels obtenus expriment tous des unités de même 
ordre que le chiffre du multiplicande sous lequel est écrit le 
chiffre des unités du multiplicateur. Dans l'exemple du 
n° 291 , sur lequel nous allons établir nos raisonnements , 
les produits partiels expriment des cent-millièmes; et la 

ï7- • 
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somme de ces produits partiels, savoir : 3ioo6,28485 , est 
évidemment plus petite que le produit exact des deux 
nombres proposés. 

Cela posé, dans chaque multiplication partielle, nous 
avons négligé la partie du multiplicande à droite du chiffre 
qui correspond au chiffre du multiplicateur. Le nombro- 
exprimé par ces chiffres est moindre qu'une unité de l'ordre 
du chiffre à partir duquel commence la multiplication; 
d'où il suit que l'erreur commise sur le produit partiel en 
question est moindre que le produit d'un cent-millième par 
le chiffre du multiplicateur. Par conséquent, la somme des 
erreurs commises dans les diverses multiplications partielles 
est moindre que le produit d'un cent-milUème parla somm(.' 
des chiffres employés du multiplicateur, c'èst-à-dire moindre 
que (94- 8 4- 6 -t- 9 4- 6 -h 7 H- 7) X 0,00001, ou que 
52 X 0,00001. 

En outre, nous avons négligé entièrement le produit du 
multiplicande par la partie 33 à gauche dii multiplicateur. 
Le nombre exprimé par ces chiffres est moindre qu'une 
unité de Tordre du chiffre 7 écrit au-dessous du premier 
chiffre 3 dumulliplicande; d'ailleurs, le nombre exprimé 
par tous les chiffres du multiplicande qui suivent le premier 
chiffre est moindre qu'une unité de l'ordre, de ce premier 
chiffre; par conséquent, l'erreur provenant des chiffres 
négligés dans le multiplicateur est moindre que le produit 
d'un cent-millième par 3 -|-i, c'est-à-dire moindre que 
4x0,00001. 

En résumé, le nombre 3 1006, 28485 est en erreur, sur 
le produit des nombres proposés, d'une quantité inférieure 
à524-4 ou 56 cent-millièmes y et, à plus forte raison, 
inférieure à 100 cent-millièmes ou i millième. Le produit 
des nombres proposés, est donc compris entre 3 1006,28485 
et 31006,28485 4-0,001 = 3ioo6, 28585. A plus forte 
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raison, ce même produit est compris entre 3 1006,284 et 
31006,2865 c'est-à-dire entre 31006,284 et 3ioo6,285 5 ou 
bien entre 3 1006, 285 et 3 1006, 286. Dans Tun et l'autre 
cas, le nombre 3 1006, 285, formé d'après la règle," est, à 
moins de 0,001, par défaut ou par excès, le produit des 
nombres proposés. 

Remarque I. — L e raisonnement qui précède est évi- 
demment applicable, quelque soit le chiffre du multiplica- 
teur au-dessous duquel il faut écrire , conformément à la 
règle, le chiffre des unités du multiplicateur. 

Remarque 11. — La règle d'Oughtred s'applique à tous 
les cas, que les facteurs soient composés d'un nombre 
limité ou d'un nombre illimité de chiffres. 

Evaluation, avec une approximation donnée, du produit 
de deux nombres quon peut calculer ai^ec une ap- 
proximation quelconque. 

293. Dans l'application de la règle d'Oughtred, les 
chiffres du multiplicande qui n'ont pas de correspondants 
au multiplicateur n'ont aucune influence sur le résultat 5 
il en est de même des chiffres du multiplicateur qui n'ont 
pas de correspondants au multiplicande. On peut donc 
supprimer tous ces chiffres 5 alors on voit que le produit du 
chiffre des plus hautes unités de l'un des facteurs par le 
chiffre des moins hautes unités de l'autre facteur se com- 
pose d'unités dix fois plus petites que celle qui exprime 
le degré d'approximation demandé; ou cent fois, mille 
fois, etc., plus petites que cette même unité, suivant les 
cas. De cette remarque résulte immédiatement la règle 
suivante : 

Pour obtenir, à moins d^une unité d'un cei^ain ordre y 
fe produit de deux nombres commensurables ou incom- 
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mensurables qui ne sont pas connus d*ai^ance, mais qu'on 
peut calculer avec une approximation quelconque : 

I®. On divisera successivement une unité dix fois plus 
petite que celle qui exprime le degré d'approximation 
demandé par une unité de l'ordre des plus hautes unités 
du premier facteur^ puis par une unité de l'ordre des 
plus hautes unités du second facteur. Le premier quotient 
obtenu est l'unité qui exprime le degré d'approximation 
avec laquelle on doit calculer le second facteur^ au con- 
traire, le second quotient obtenu est l'unité qui exprime le 
degré d'approximation avec laquelle on doit calculer le 
premier facteur. 

2°. Les deux facteurs ayant été calculés avec l 'approxi- 
mation qu'on vient d'indiquer, on leur appliquera la règle 
d'Oughtred si la somme des chiffres de l'un des facteurs 
ne surpasse pas lo. Dans le cas contraire, il faudra cal- 
culer un, deux, etc., chiffres déplus au multiplicande et 
au multiplicateur. 

Exemple. — On demande de calculer à moins de 0,000 1 

le produit de v^ — i par le nombre 3,i4iS9^6S35 . . . qu'on 
suppose pouvoir être évalue avec une approximation aussi 
grande que Ton veut. Les plus hautes unités dans chaque 
facteur étant des unités simples , il faut calculer les deux 
nombres proposés au moins avec cinq décimales; mais 
comme la somme des chiffres qui composent alors Fun 
quelconque des facteurs , augmentée du premier chiffre à 
gauche de l'autre facteur et d'une unité , donne un résultat 
supérieur à 10, l'opération doit être disposée de manière 
que le chiffre des unités du multiplicateur- soit écrit au- 
dessous du chiffre des cent-millièmes du multiplifcande; 
par suite, les nombres proposés doivent être calculés avec 

six décimales. On trouve yS — i = 1,236067, à moins de 
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0,000001, et par défaut. 

3 1 4 i 592 
7606321 

3i4i59'>. 
628S18 

18846 

186 

21 



3, 883208 

Le produit cherché est 3,8833, à moins de 0,000 1 . 

Evaluation du produit de deux nombres dont on ne 
connaît , que des "valeurs approchées, 

294. La règle d*Oughtred permet encore d'assigner le 
degré de l'approximation la plus grande avec laquelle il est 
possible d'obtenir le produit de deux nombres dont on ne 
connaît que certaines valeurs approchées. 

En effet, nous avons déjà remarqué qvie, dans Tapplica- 
îîon de la règle d'Oughtred, les plus hautes unités de l'un 
quelconque des facteurs multipliées par les moins hautes 
unités employées dans l'autre facteur, donnent des unités 
10, 100, 1000, etc., fois plus petites (suivant les c a ) que- 
celle qui exprime le degré d'approximation avec laquelle 
le produit est obtenu. Il résulte évidemment de là que : 

Étant données des valeurs approchées de deux nom- 
bres , si Von multiplie une unifé de P ordre des plus hautes 
unités de chacun d'eux par u?ie unité de l'ordre des moins 
hautes unités connues dans l'autre j le plus grand des 
deux produits çbtenus sera une unité 10, 100, 1000, etc.^ 
fois plus petite (suivant les cas) que celle qui exprime 
le degré de V approximation la plus grande aucc la- 
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quelle on puisse obtenir le produit des deux nombres 
proposés. 

Premier exemple, — Deux nombres ont pour valeurs 
approchées, à moins de o,oooi, par défaut, 3i4)i592 et 
27,1828. On demande de calculer leur produit avec la 
plus grande approximation possible. Le plus grand des 

produits 10' X — r? 10 X — : est — - : Funité 100 fois plus 
^ 10* 10^ 10' ' ^ 

grande que ce produit est l'unité simple, et il est facile de 

voir qu'on peut obtenir le produit des nombres en question , 

à moins d'une unité, par la règle du n° 290. 

Second exemple, — Deux nombres ont pour valeurs 

approchées, à moins de 0,0001, par défaut , 3 141^,9265 

et 27182,8182. On demande de calculer leur produit 

avec la plus grande approximation possible. L'unité 100 

fois plus grande que 10* X — ^ ou i est 100, et Ton voit 

aisément qu'on peut calculer le produit des deux nom- 
bres en question, à moins d'une centaine, par la règle 
d'Oughtred. 

Produits de plusieurs nombres, et puissances, 

295. De la règle du n^ 293 résulte immédiatement la 
suivante , relative au produit d'un nombre quelconque n de 
facteurs : 

Pour obtenir y à moins d^une unité d^un certain ordre, 
le produit de n facteurs qui ne sont pas connus d^as^ance , 
mais qu'on peut calculer a^ec une approximation quel- 
conque, on cherchera l'ordre des plus hautes unités du 
premier facteur, ainsi que l'ordre des plus hautes unités du 
produit des n — 1 derniers facteurs. On déterminera en- 
suite, par la règle du n^ 293, as^ec quelle approximation 
doit être calculé le premier facteur et le produit des n — i 
autres facteurs. En suii^ant la mêm,e marche, on déter- 
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minera at^ec quelle approximation il faut calculer le 
deuxième facteur et le produit des n — 2 derniers fac- 
teurs. En continuant ainsi, on arrii^era à fixer le degré 
d'approximation awec lequel il faut calculer chaque fac- 
teur . Les facteurs ayant été calculés ai^ec l* approxima- 
tion convenable y on effectuera le produit par la méthode 
d'Oughtred. 

Remarque. — Il peut arriver qu'on éprouve des difli- 
ciiltës pour assigner avec précision l'ordre des plus hautes 
unités du produit des n — 1 derniers facteurs, ou des n — 2 
derniers, etc.^ mais il est toujours facile de calculer une 
unité supérieure à ce produit : cela suffit pour Tobjet que 
Von a en vue. 

296. Pour avoir, avec la plus grande approximation 
possible, le produit de n nombres dont on ne connaît que 
des valeurs approchées , on calculera le produit des deux 
premiers avec la plus grande approximation possible par la 
règle du n** 294, On multipliera ensuite ce produit par le 
troisième facteur, en suivant la même règle 5 et ainsi de 
suite, jusqu^à ce que tous les facteurs aient été employés. 

Méthode abrégée de M, Guy, pour calculer, à moins 
d'une unité, le quotient de deux nombres entiers, 

297. M. Guy a fait connaître, en i845, la méthode 
suivante, remarquable par sa simplicité et sa précision, 
pour calculer, à moins d'une unité , le quotient de deux 
nombres entiers. 

• Soit n le nombre des chiffres que doit av^oir le quotient. 
On marque, sur la gauche du div^iseur, précisément assez 
de chiffres pour que le nombre quils expriment ^ soit au 
moins égal à 2n X 0,9. 

Cela posé y il peut se présenter deux cas : 1^ le nombre 
des chiffres non marqués au diuiseur est supérieur an — 15 
'^^ ce nombre est égal ou inférieur à n — i . Si le second 
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cas a lieu, il faut, nécessairement, déterminer le premier 
chiffre ou quelques-uns des premiers chiffres du quotient 
par la méthode vulgaire , de manière que , n' désignant le 
nombre des chiffres quûfant encore troui^er au quotient, 
il y ait plus de W — i chiffres au diuiseur, à la droite de 
ceux qui sont nécessaires pour former un nombre au moins 
égala an^X 0,9. On est alors ramené au premier cas dans 
lequel la méthode abrégée peut être employée dès le com- 
mencement. Voici en quoi elle consiste : 

^près avoir marqué sur la gauche du div^iseur assez de 
chiffres pour que le nombre qu'Us expriment soit au moins 
égal au double in du nombre des chiffres du quotient, 
multiplié par 0,9, on compte encore, à partir de ce nom- 
bre y n — I chiffres, et Von barre tous ceux qui suivent^ 
quel que soit leur nombre. 

Les chiffres qui restent au dii^iseur forment ce quon 
appelle le diviseur d'entrée ou le premier diviseur, et les 
chiffres marqués tout d'abord sur la gauche du dimeur 
forment le dernier diviseur. Ensuite on supprime, sur la 
droite du dii^idende , autant de chiffres qu il y en aidait, 
dans le div^iseur donné, à la suite de ceux quon a mar- 
qués, La partie conservée au di\fidende est le dividende 
(l'entrée ou premier dividende. 

On dii^ise le premier dis^idende par le div^iseur d'entrée, 
et l'on a ainsi le premier chiffre du quotient. On mul- 
tiplie par ce chiffre le diviseur d'entrée, en ayant soin 
d 'ajouter au produit la retenue provenant de la multi- 
plication du premier chiffre batré qui vient immédiatement - 
après le diviseur d'entrée , et Von retranche le résultat du 
dividende d'entrée ; le reste obtenu est le deuxième divi- 
dende employé. On barre un nouveau chffre sur la droite 
du diviseur', et l'on obtient ainsi le deuxième diviseur. On 
divise le deuxième dividende par le deuxième diviseur, ce 
qui fournit le deuxième chiffre du quotient. On retranche 
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du deuxième dmdende le produit du deuxième diviseur 
parce chiffre, auquel produit il faut ai^oir soin d* ajouter la 
retenue proi^enant de la multiplication du chiffre barre 
qm vient après le deuxième dis^iseur^ le reste quoti obtient 
ainsi est le troisième dividende. On continue ainsi à divfiser 
les restes successifs en barrant à chaque fois un nou\^eau 
cMffre sur la droite du diviseur, jusqu'à ce qu enfin onait 
employé le dernier diviseur^ ce qui termine r opération. 
Cela fait, on examinera si le diviseur est inférieur au 

nombre formé en écrivant à la droite du dernier reste les 

chiffres s iqyprimés au dividende. Si cela a lieu, on augmen^ 

fera d'une unité le quotient trouvé. 

Le nombre écrit au quotient est alors ^ dans tous les cas, 

à moins d'une unité, par défaut ou par excès, le quotient 

des nombres proposés, 

298. Exemple. — Soient les deux nombres 

2209368217 et 802198. 

On dispose Topération comme il suit : 

2209.368217 802198 



Le nombre des chifFres du quotient est 4? ^^^ comme le 
premier chiffre du diviseur qui est 8 surpasse le produit 
de a X 4 par 0,9, on peut, d'après la règle, prendre 8 
pour dernier diviseur. Nous marquons ce chiffre par un 
trait horizontal placé au-dessus*, puis, à partir de ce chiffre, 
nous en comptons 4 — 1 ou trois autres, savoir, o, a, i, et 
nous barrons les deux derniers 9 et 8. Le diviseur d'entrée 
est ainsi 8021. Passant ensuite au dividende, on supprime 
les cinq derniers chiffres à droite, parce qu'il y a, dans 
le diviseur donné, cinq chiffres k la suite du chiffre marqué 5 
nous indiquons les chiffres supprimés par un trait hori- 
zontal placé au-dessous. Le dividende d'entrée est ainsi 
aaogS. 
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Divisant 22093 par 8021, on trouve pour quotient 2 : 



22093682 I 7 

6o5o 

436 

35 

3 



SoâigS 



2754 



On forme le produit de 8021 par 2, et on lui ajoute 
l'unité qui provient de la retenue de la multiplication 
par 2 du premier chîfïre barré 9 qui vient immédiatement 
après 802 1 ; on retranche le résultat du premier divi- 
dende 22093^ et le reste 6o5o est le deuxième dividende. 
On barre le chiffre i au diviseur, et l'on obtient ainsi le 
deuxième diviseur 80 2-. On divise 6o5o par 802, et Ton 
trouve pour quotient 7 5 c'est le deuxième chiffre du quo- 
tient cherché. On forme le produit de 802 par 7 et on le 
retranche de 6o5o ; le reste 436 est le troisième dividende. 
Ici nous avons simplement retranché le produit de 802 
par 7, parce que le produit par 7 du premier chiffre barré i 
(jui vient après 802 ne donne pas de retenue. On barre le 
chiffre 2 au diviseur, et Ton obtient le troisième divi- 
seur 80. On divise 436 par 80, et Ton trouve pour quo- 
tient 5 : c'est le troisième chiffre du quotient cherché. On 
forme le produit de 80 par 5, et on lui ajoute l'unité qui 
provient de la multiplication par 5 du premier chifl're 
barié 2 qui vient immédiatement après 80 -, on retranche 
le résultat de 436, et le reste 35 est le quatrième dividende. 
On barre le chiffre o au diviseur, et l'on arrive enfin au 
dernier diviseur 8. On divise 35 par 8, et l'on trouve pour 
quotient 4 • c'est le dernier chiffre du quotient. Enfin, en 
retranchant de 35 le produit de 8 par 4 9 on a le dernier 
reste 3. Le nombre obtenu en abaissant à la droite du der- 
nier reste les chiffres supprimés au dividende est 368217. 
Ce nombre est inférieur au diviseur 8021985 par consé- 
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queiit, 2754 est, d'après la règle, le quotient demandé à 
moins d'une unité. 



L Démonstration de la règle de M. Guy. — Nous 
allons maintenant démontrer l'exactitude de la règle de 
M. Guy, dont nous avons suffisamment développé le méca- 



nisme. 



Conservons l'exemple du n° 298, dans lequel la méthode 
abrégée peut être employée dès le commencement. 

220936821 7 803*98 

6o5o I 77 

436 I ^^'^ 
35 



Nous ferons d'abord trois remarques importantes : 

1°. Le quotient de la première dii^ision partielle ne peut 
as^oir quun seul chiffre. 

En effet, le quotient des nombres proposés a quatre 
chiffres 5 par conséquent, si l'on supprime deux chiffres à la 
droite du diviseur et (4 — 1)4-2 chiffres à la droite du di- 
vidende, le quotient des nombres ainsi obtenus n'aura 
évidemment qu'un seul chiffre. 

2*^. Chacun des restes obtenus dans le cours de V opé- 
ration est moindre que le dii^iseur qui Va fourni. 

Considérons, par exemple, la première division par- 
tielle. On a divisé 22098 par 8021, et l'on a trouvé pour 
quotient 2. Pour que ce chiffre 2 soit exact , il faut qu'on 
puisse retrancher de 22098 le produit de 8021 par 2 aug- 
menté de la retenue provenant de la multiplication par 2 
du chiffre barré 9; cela revient évidemment à dire qu'il 
faut qu'on puisse soustraire de 22098 la partie entière du 
produit 802 1 ^9 X 2. Le chiffre 2 est exact, et, par suite, 
le reste de la première division partielle est l'excès de 
22093 sur la partie entière de 8021,9X2. Cela posé, 
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le diviseur d'entrée 8 est au moips égal à 2x4X0^9: 
donc 8 X 1 00000 ou 800000 est au moins égal à 

2 X 4X0,9 X 100000; 

par conséquent , E est moindre que 800000 et, à plus forte 

raison,- moindre que le diviseur proposé 802198. 

Revenons maintenant à Tégalité (2). Le nombre 368217 

est moindre que le diviseur 8021985 par conséquent, les 

, f. . 368217 • E , . , 

deux tractions rt é et -^ sont toutes deux moindres 

002190 002190 

que l'unité. Donc 2^54 ne diffère du quotient des nom- 
bres proposés, soit en plus, soit en moins, que d'une 
fraction inférieure à i •, 2^54 est donc la valeur exacte du 
quotient , ou la valeur de ce quotient à moins d'une unité. 

300. En général, soient A le dividende, B le diviseur, 
Q le nombre formé par les chiffres écrits successivement au 
quotient , R le nombre formé en écrivant à la droite du der- 
nier reste les chiffres supprimés au dividende, et E un 
nombre inférieur au diviseur B \ on aura 

A = BQ 4- R — E , 

d'où 

A ^ R E 
B ^ B B 

jNous distinguerons deux cas : 

1°. R= OU <B. Alors la fraction - est au plus égale 

E . A 

à I \ d'ailleurs, - étant moindre que i ,- on voit que - est 

compris entre Q — 1 et Q-h i -, c'est-à-dire entre Q — i et 

Q , ou entre Q et Q -H i . Dans l'un et dans l'autre cas, Q est 

A 
une valeur approchée de - par défaut ou par excès, à moins 

d'une unité. 
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1^, R > B. Comme R ne peut surpasser aB, l'enuer 
contenu dans la fraction ^ est i , et Ton peut écrire 

A ^ R— B E 
_ = Q+,+ __ -. 

Les fractions — - — et - étant moindres que i , on voit 

B B 

A 
que - est compris entre ' 

(Q -f- — ' = Q *îMQ + -♦- « = Q + 2» 

c'est-à-dire entre Q et Q -h i ou entre Q -f- 1 et Q -|- 2, 

Dans les deux cas , Q -f- 1 est une valeur approchée de - ? 

B 

par défaut ou par «xcès , à moin« d'une unité. 

Il faut donc avoir soin , quand ce cas se présente, d*aug* 
menter d'une unité le nombre écrit au quotient, ainsi que 
la règle le prescrit. 

Remarque^ — Il est rare qu'on soit obligé de prendre 
plus de deux ou trois chiffres pour former le dernier divi- 
seur. Pour qu'on dût en prendre quatre, il faudrait, d'après 
la règle même, que le quotient eût plus de 55 chiffres, et 
cela , dans le cas le plus défavorable , celui où les trois pre- 
miers chiffres du diviseur seraient 1,0,0. 

Extension de la méthode de M. Guy au cas des nombres 

décimaux, 

301 . La division de deux nombres décimaux se ramène 
toujours (n® 196) à la division de dçux nombres entiers. 
Voici la règle qu'il faut suivre , pour avoir le quotient à 
moins d'une unité, quand on veut employer la méthode 
abrégée de M. Guy. 

Soit n le nombre des chiffres que doit auoir le quotient^ 
on marquera, sur la gauche du diviseur ^ précisément assez 

18 



2^4 TRAITÉ d'arithmétique. 

4e chiffres pour que le nombre quils expriment soit au 
moins égal à 2nXo,9. Cela posé, il peut se présenter 
deux cas : i^ le nombre des chiffres non marqués au diui^ 
seur est inférieur ou égal an — 1\ 2^ ce nombre est supé- 
rier an — i . 

Si le premier cas a lieu, on supprime la virgule au diui" 
seur; on la recule, dans le dividende, d* autant de rangs 
vers la droite quil y avait de décimales au diviseur^ on 
supprime les décimales qui restent au dividende, et Von 
prend le quotient, à moins d'une unité, des entiers ainsi 
obtenus. Il faut remarquer que la méthode abrégée ne 
peut être employée dès le commencement. 

Si le second cas a lieu^ après avoir marqué, sur la 
gauche du diviseur, précisément assez de chiffres pour 
former un nombre au moins égal à an X 0,9, on compte 
encore n chiffres , après lesquels on place la virgule; on 
met ensuite la virgule , dans le dividende^ à la place quelle 
doit avoir. Enfin, on supprime toutes les décimales qui 
peuvent rester au dividende et au diviseur, quel quen soit 
le nombre,, et Von prends à moins d'une iinitéj le quotient 
des entiers obtenus. Dans ce cas, la méthode abrégée 
peut être employée dès le commencement, 

302. Premier cas. — Le diviseur étant ramené à un en- 
tier B, soient A la partie entière et a la partie décimale 
du dividende. Effectuons la division de A par B, en appli- 
quant la méthode abrégée dès que cela est possible-, soient 
Q le quotient trouvé, R le nombre formé en écrivant à la 
droite du dernier reste les chiffres supprimés à la droite 
du dividende A , et E un nombre inférieur au diviseur B5 
nous aurons 

A =:r BQ -h R — E , 

et, par suite , en ajoutant a, 

A-f.rt=rBQ-f-R-f-« — E; 
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pnis , eu divisant par B , 

= Q -f- 



B ^ B B 

Nous avons vu que R est inférieur à aB^ il en est de 
même de R 4^ a I car a est une fraction : appliquant donc 
à l'égalité précédente le raisonnement du n^ 300, on voit 

qu'on obtient une valeur du quotient — - — â moins d'une 

B 

unité, en prenant le nombre Q si R -h a <^ B, et le nom- 
bre Q -4- 1 si R -h « > B. 

Exemple. — On demande, à moins d'une unité, le quo- 
tient des deux nombres 3i4i59a6, 535897 et 27,1828. Le 
quotient a sept chiffres ] il faut donc prendre deux chiffres au 
diviseur pour former un nombre supérieur à a X 7 X o,p. 
A la suite de ces deux chiffres, il n'y en a que quatre autres 
au diviseur; on se trouve donc dans le premier cas. On a 

ici 

3 = 271828, A = 3i4i59265358, « = 0,97. 



27?8*8 



I 155728 



Divisons A par B. 

3i4 159265358 

423312 
1 5 14846 • 

155706 

«979'^ 
765 
222 

5 

Les trois premiers chiffres du quotient ont été détermi- 
nés par la méthode vulgaire. Le nombre désigné par R a 
pour valeur 55358. Comme 55358,97 est moindre que le 
diviseur 271828 , le nombre trouvé 1 155728 est le quotient 
des nombres proposés à moins d^une unité. 

303. Second cas. —La vii^ule ayant été placée au divi- 

18. 
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dende et au diviseur, comme le présente la règle du n^ 301 , 
soient A la partie entière et a la partie décimale du divi- 
dende; B la partie entière et b la partie décimale du di- 
viseur. EfTectuons la division de A par B, d'après la mé- 
thode abrégée , qu'on peut employer dès le commencement. 
Soient O le quotient trouvé, et R le nombre formé en 
abaissant à la droite du dernier reste les chiures suppri- 
més au dividende A ; je dis que Ton aura, à moins d'une 
unité , le quotient des nombres décimaux A 4- a et B -H ^ , 
en prenant le nombre Q ou le nombre Q 4- i , suivant les 
cas. 

En effet , on peut toujours faire en sorte que a elb aient 
un même nombre m de décimales \ cela étant, désignons par 
A' et B' les entiers obtenus en supprimant la virgule dans 
les nombres décimaux A -h a et B 4- i. Le quotient des 
nombres proposés sera égal au quotient des entiers A' et 
B'; or, si Ton applique la méthode de M. Guy aux nombres 
A' et B', il est évident que les m dernières figures de cha- 
cun de ces nombres ne joueront aucun rôle dans l'opéra- 
tion: le quotient trouvé sera Q, et le nombre R', obteuu 
en abaissant à la droite du dernier reste les chiffres sup- 
primés au dividende A', sera précisément l'entier résultant 
de la suppression de la virgule dans le nombre décimal 
R-f-û. 

. Donc , si R -H rt est égal ou inférieur à B 4- & , le nombre 
Q sera le quotient des nombres proposés , à moins d'une 
unité. Si, au contraire, R4-« est supérieur à 84-^5 il 
faudra prendre Q4-ï pour avoir le quotient à moins d'une 
unité. 

Exemple. — On demande , à moins d'une unité , le quo- 
tient des nombres 3i4i5926,535897 et 27,18281828. Le 
quotient a sept chiffres -, il faut prendre deux chiffres au 
diviseur pour former uji nombre supérieur à 2X7X0,9; 
à la suite de ces deux chiffres, il en reste plus de six ^ on 
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se trouve doue dans le deuxième cas. Ou a ici 

A = 3i4î5g26535897o, « = 0, 
8 = 271828182, b = 0,8. 

Divisous A par B en employant dès le commoncenieut la 
méthode abrégée , 



314159265358970 



27*8281:83 



I 155727 



I 514827 

î 55687 
'9773 

746 
2o3 

Le nombre désigné par K est 145358970 : on a 

R H-« <B-f- b'y 

par conséquent, le nombre trouvé 1 155727 est la valeur 
du quotient des nombres proposés, à moins d'une unité. 

304. L'évaluation du quotient de deux nombres entiers 
ou décimaux, à moins d'une unité d'un.ordre quelconque, 
se ramène au cas que nous venons d étudier. 

Supposons d'abord qu'on demande d'évaluer le quotient 
de deux nombres entiers ou décimaux A <'t B, à moins de 

— • Ce quotient étant égal à la fraction:- 9 il suffira (n** 198) 

d'évaluer — - — à moins d'une unité et de séparer n chif- 
fres décimaux sur la droite du résultat. 

Au contraire, si l'on demande le quotient des nombres 
A et B, à moins de 10", il suffira d'évaluer, à moins d'une 

A 

unité, le quotient -;: et d'écrire // zéros à la droite du 

' * B X 10" 

résultat. 
Bemarque L — Les règles que nous venons d'établir 
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peuvent être appliquées , quoi que soit le nombre des déci- 
males du dividende et du diviseur. Elles s'appliquent donc 
aussi à des nombres décimaux illimités; mais, dans ce cas, 
il est quelquefois difficile de reconnaître s'il y a lieu d'aug- 
menter d'une unité le dernier chiffre du quotient auquel 
conduit la règle de M. Guy. On sauve cette difficulté en 
calculant un chiffre de plus au quotient, c'est-à-dire en 
opérant comme si Ton voulait obtenir le quotient à moins 
d'une unité dix fois plus petite que celle qui exprime le 
degré d^approximation demandé. 

Remarque II. — Lorsque le diviseur a un petit nombre 
de chiffres, on se dispense habituellement d'employer la 
méthode abrégée. Alors , le quotient devant être obtenu à 
moins d'une unité, cas auquel on ramène tous les autres, 
soient A le dividende et B le diviseur qu'on peut toujours 
supposer entier*, 00 évaluera par la méthode vulgaire le 
quotient par B de la partie entière de A. 

Evaluation^ as^ec une approximation donnée, du quotient 
de deux nombres quon peut calculer avec une approxi- 
mation quelconque. 

305. On déduit immédiatement de ce qui précède la 
règle suivante : 

Pour calculer, à moins d'une unité d'un certain ordre, le 
quotient de deux nombres qui né sont pas connus d^a^ 
vance, mais quon peut évaluer à moins d'une unité d'un 
ordre quelconque, on déterminera d'abord le nombre n des 
chiffres que doit avoir le quotient exprimé en unités de même 
ordre que celui de V unité qui désigne le degré d'approxi- 
m/ation demandée Cela fait, on calculera assez de chif* 
fres au diviseur pour former un nombre au moins égal à 
2n X 0,9, et, après ceux-là^ on cri déterminera n autres^ , 
On calculera ensuite les premiers chiffres du dividende juS" 
^14*4. celui qià esçprinvs des. unités de même ordre que celle 
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obtenue en multipliant V unité de Vordœ du dernier chiffre 
calculé au dii^iseur par l'unité gui exprime le degré d'ap^ 
proximation demandé. On supprimera la virgule .«, parmi 
les chiffres calculés^ il se troui^e des décimales, et Von fera 
la da^ision des entiers obtenus, par la méthode abrégée 
quon pourra employer dès le commencement. Le quotient 
obtenu ou ce quotient augmenté de i sera le quotient cher" 
ché^ exprimé en unités de même ordre que celle qui désigne 
le degré d'approximation demandé. 

Cette règle ne doit éprouver aucune modification dans 
le cas où le dividende étant connu d^avance, le diviseur ne 
Test pas et peut être calculé avec une approximation quel- 
conque. Il en est de même du cas où le diviseur étant connu 
d'avance, le dividende ne Test pas, pourvu que, n désignant 
le nombre des chiffres du quotient, il y ait plus de n — i 
chiffres au diviseur à la droite de ceux qui sont nécessaires 
pour former un nombre égal ou supérieur à an X 0,9. On 
pourrait toujours remplir cette condition en écrivant des 
zéros à la droite du diviseur donné, mais il est plus simple 
de ne point le faire. On calcule le dividende, comme l'in- 
dique la règle précédente; on supprime la virgule au divi- 
dende et au diviseur, si elle s'y trouve, et Ton fait la divi- 
sion des entiers obtenus par la méthode abrégée qui, dans 
ce cas, ne peut être employée dès le commencement. On 
obtient ainsi le quotient cherché, exprimé en unités de 
même ordre que celle qui désigne le degré d'approximation 
dem^indé. 

Es^aluation du quotient de deux nombres dont on ne 
connait que des valeurs approchées. 

306. La méthode de M. Guy donne encore le moyen de 
calculer, avec la plus grande approximation possible, le 
quotient de deux nombres dont on ne connait que des va- 
leurs approchées. 
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On peut toujours supposer que le diviseur donné soît uu 
entier 5 désignons par « le nombre de ses chiflres. On peut 
aussi supprimer la virgule, si elle se trouve au dividende, 
ou les zéros qui peuvent avoir été écrits à la droite du divi- 
dende pour tenir la place de quelques-uns des chiffres in- 
connus; car l'ordre des plus bautes unités du quotient 
ebercbé est connu d'avance. On est ainsi ramené à faire la 
division de deux entiers. 

Le diviseur n'étant pas connu exactement, on ne peut con- 
server, pour former le diviseur d'entrée, que n — i ebiffres . 
au plus et l'on devra barrer le ri'*"'* chiffre. Cela posé , il peut 
se présenter deux cas: i^^le dividende est moindre que le 
nombre formé par les n — i premiers chiffres du diviseur; 
a^ le dividende est égal ou supérieur à ce même nombre. 

Si le premier cas a lieu , le dividende proposé sera le divi- 
dende d'entrée. Il faudra encore barrer un ou deux chiffres, 
eu plus , sur la droite du diviseur, de telle sorte que le nom- 
bre exprimé par les chiffres non barrés soit contenu dans le 
dividende; on aura ainsi déterminé le diviseur d'entrée. 

Si le second cas a lieu , les /i — i premiers chiffres du divi- 
seur forment le diviseur d'entrée. Ou prendra , sur la droite 
du dividende , précisément assez de chiffres pour former un 
nombre contenant le diviseur d'entrée, et Ton supprimera 
tous les autres. On aura ainsi le dividende d'entrée. 

Il reste à déterminer le dernier diviseur. A cet effet, 
soit k le nombre des chiflres du diviseur d'entrée. Si le 
premier chiffre à gauche de ce diviseur est au moins égal à 
aft X 0,9, ce premier chiffre formera le dernier diviseur, 
et l'on pourra déterminer k chiffres au quotient. Dans le 
cas contraire, on prendra les deux premiers chiffres du di- 
viseur d'entrée. Si le nombre qu'ils expriment est au moins 
égal à 2 (A- — i) X 0,9 , ce nombre sera le dernier diviseur, 
et Ton pourra déterminer k — i chiffres au quotient; et 
ainsi de suite. 
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L'exactitude de ce procédé résulte immédiatement de la 
règle même de M. Guy. En effet , le dividende et le diviseur 
proposés peuvent être considérés comme obtenus en écri- 
vant, à la droite du dividende et du diviseur d'entrée, diffé- 
rents chiffres qui ne jouent aucun rôle dans l'opération. 

Remarque, — On opère de la même manière quand le 
dividende ou le diviseur est connu exactement. Mais il im- 
porte de remarquer que, si c'est le diviseur qui est connu 
exactement, on peut prendre ce diviseur pour diviseur 
d'entrée lorsqu'il ne surpasse pas le nombre exprimé par 
les chiffres connus au dividende. 

Exemple. — On demande de calculer, avec la plus grande 
approximation possible, le quotient des nombres 

3,1415926535..., 3,183098..., 

dont on ne connaît que lo et 6 décimales respectivement. 
On est ramené à la division des entiers 

3 141592 et 3183098. 

Le nombre Zié^i^^i contenant 3 18309, on se trouve 
dans le second cas. Le premier chiffre 3 ne contient pas 
2 X 5 X 0,9, il ne peut donc former le dernier diviseur. 
Mais 3i étant plus grand que 2 X 4 X 0,9, ce nombre peut 
être pris pour le dernier diviseur. 

378^098 



986960 



314^592 

276804 

22157 

3o59 

195 

5 

Les plus hautes unités du quotient cherché étant des 
dixièmes, on voit qu'on peut obtenir ce quotient à moins 
d'une unité du sixième ordre décimal. Sa valeur est 
0,986960. 
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Questions proposées, ^ • 
I. Calculer, à moins de 0,00001, les nombres 



2. Calculer, à moins de 0,0000001, le carré, le cube et 
la quatrième puissance du nombre 

TT = 3,14159265358979323846. . . . 

3. Calculer, à moins de 0,0000001, le quotient 



6 


TT 


w' 


1 1 


M 


1 » 
2 



dans lequel 7r a la même valeur que dans la question pré- 
cédente. 

4* Calculer, avec la plus grande approximation possible, 

le quotient ^- Le nombre g a pour valeur 9,80896. . . , et 

le nombre tt la même valeur que dans les deux questions 
précédentes. 

5. Quelle est l'approximation la plus grande avec la- 
quelle on puisse calculer le carré et le cube du nombre 
g^ = 9,80896 ... ? 

6. Démontrer que, dans l'application de la règle de 
M. Guy, si le diviseur d'entrée est le diviseur proposé lui- 
même, et que n soit le nombre des chiffres du quotient, il 
suffit que le dernier diviseur soit égal ou supérieur h 

(2»-.i)Xo,9, 
pour qu'on obtienne le quotient à moins d'une unité. 
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LIVRE CINQUIÈME. 

LES PROPORTIONS, LES PROGRESSIONS ET LES 

LOGARITHNES. 



CHAPITRE PREMIER. 
TlfiORIE DES PROPORTIONS. 



Des rapports. — Des proportions. — Propriétés des proportions. — Des 
suites de rapports égaux. — Des moyennes entre deux ou plusieurs 



nombres. 



Des rapports, 

307. On nomme rapport d^un nombre à un autre, le 
quotient du premier nombre par le second. 
Le premier nombre est Vantécédent du rapport, le 

second en est le conséquent. 

8 
Ainsi , le rapport de 8 à 2 est 8 : 2 ou - ; 8 est rantécé-^ 

dent du rapport^ 3 en est le conséquent. De même, le rap- 
port de v^ à v^2 est v^5 : v^ ou ^^ ici y/ 5 est Tantécédent,. 

Va 
ya est le conséquent. 

Deux rapports sont dits im^erses l'un de l'autre, lorsque 

1 antécédent du premier est égal au conséquent du second^ 

..82 
et réciproquement. Ainsi - et « sont des rapports inverses « 

U est évident que le produit de deux rapports inverses est 
égal à l'unité. 



284 TRAITÉ d'arithmétique. 

308. On nomme rapport d'une grandeur à une autre 
grandeur de même espèce , le nombre qui mesure la pre- 
mière grandeur, lorsque la seconde est prise pour unité. 

Théorème. — Ze rapport (Vune grandeur à une autre 
grandeur de même espèce est égal au rapport du nombre 
qui mesure la première grandeur au nombre qui mesure 
la seconde, quelle que soit runité employée pour mesu- 
rer les deux grandeurs^ 

Supposons d'abord que les deux grandeurs dont il s'agit 

soient Tune etl'autrecommensurables avec l'unité employée; 

3 5 
soient ^ et - les nombres qui mesurent ces grandeurs. La 

3 
première grandeur est formée des j de l'unité; la seconde 

des - de l'unité: doue Tunité est les ^ de la seconde cran- 

7 ' 5 ^ 

3 
deur; par suite, la première grandeur est égale aux j des 

n 

4 de la seconde. Il résulte de là que si Ton prend la se- 
conde grandeur pour unité , la première sera mesurée par 

3 « 3 5 

le nombre 7 X i ou ^ : -^» En d'autres termes, le rap- 
4547 » r 

port de la première grandeur à la seconde est ^ : - • 

Supposons , en second lieu , que l'une au moins des deux 
grandeurs que Von considère soit incommensurable avec 
l'unité employée. Soient aetb les nombres qui mesurent ces 
grandeurs, et soit rie rapport de la première à la seconde. 

On peut concevoir deux nouvelles grandeurs commensu- 
rables avec l'unité employée et qui diffèrent, aussi peu que 
l'on voudra, des deux grandeurs proposées. Soient a' et b^ 
les nombres qui mesurent ces nouvelles grandeurs, et soit 
r' leur rapport ; on aura 



- = r'. 



b' 
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Si maintenant on imagine que les nouvelles grandeurs se 
rapprochent indéfiniment des deux proposées, en restant 
toujours commensurables avec Tunîté employée, les nom- 
bres y7 et r' s'approcheront indéfiniment des nombres t et r, 

en restant toujours égaux entre eux. On a doue nécessaire- 
ment 

( ** ) La seconde partie de la démonstration , relative au cas où Tune au 
moins des deux grandeurs est incommensurable avec l'unité, laisse à dé- 
sirer sous le rapport de la rigueur. Aussi croyons-nous devoir présenter une 
antre démonstration , qui est à Tabri de tout reproche de ce genre. 

Divisons Tunité en un nombre quelconque n de parties égales , et suppo- 
sons que les deux grandeurs proposées contiennent respectivement m et m* 
de ces parties, mais n'en contiennent pas, respectivement, m-H- 1 et m'+ 1. 
On aura , par la définition des nombres incommensurables, 

m »w-4-i 
- <û< , 

n n 

n fi 

d'où l'on conclut, par la division, 

a m /w'-f- I m 

_ > _ ; -_^ , ou > -7- , 

b n n m -4- 1 

a ^ m-^-i m' m-j-i 

T < — - — : — » ou < j— 

b n n m' 

Cela posé, si Ton partage la seconde grandeur en m' parties égales, la 
première grandeur ne contiendra pas m -4- i • de ces parties \ car elles sont 
plus grandes que le n''*"* de l'unité. On a donc 

m -h I 
'•< r— 

Pareillement, si Ton partage la seconde grandeur en m'+i parties égales, 
la première grandeur contiendra au moins m de ces parties; car elles sont 
plus petites que le ni*me de l'unité. On a donc 

m 



m' H- 1 
a 



Il suit de là que les nombres r et j- sont l'un et l'autre compris entre les 
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Des proportions. 

309. On dit que quatre nombres sont en proportion lors- 
que le rapport du premier au deuxième est égal au rapport 
du troisième au quatrième. 

Une proportion est donc une égalité entre deux rapports. 

Par exemple , le rapport de 8 à a étant égal au rapport de 
12 à 3, Tégalité 

§ — il 
2 "" 3 ' 

ou 

8:a=:ia:3, 

3 5 
est une proportion. Pareillement, le rapport de ^^ à - étant 

égal à -= : - ou à m ^ L^ c'est-à-dire égal au rapport de 21 à 
20, Tégalité 



iii-ii 



fractions 7- et — ; ) dont la différence est 

m' m'+i 



(/ïi-+-i)(m'-+-i) — mm' mn-m'-i-i 

i -Tj—, \ t ou ,,, , — ri o" 

m'(m'-t-i) m'(m'-hi) 



m' \m'-hi / 



Si donc r et - sont inégaux , leur différence sera moindre que 
b 

\ / m ^ \ 

m' \m'-»-i / 

et , à plus forte raison , moindre que 

Or, on peut faire en sorte que l'entier m' soit assez grand pour que la 

m'Ume partie de -r t*- i soit moindre que tout nombre donné. On a donc ne- 




cessairement 



a 
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OU 

3 5 

7 : - = 21 : 20, 

4 7 

est une proporlion (*), 

310. On dit que quatre grandeurs sont en proportion 
lorsque le rapport de la première à la deuxième est ëgal au 
rapport de la troisième à la quatrième. 

Diaprés ce qu'on a vu plus haut, lorsque quatre gran- 
deurs sont en proportion, les nombres gui mesurent ces 
grandeurs sont aussi en proportion ^ et réciproquement. 
Cest pourquoi l'on suppose toujours évaluées en nombres 
les grandeurs qui forment les proportions que Ton considère 
dans les diverses parties des mathématiques. 

31 1 . Une proportion 

L j a c 

a 



s'énonce 



a est à 6 comme c est à ^. 



a et d sont dits les termes extrêmes ou les extrêmes^ b et 
c sont les termes moyens ou les moyens^ a est le premier 
antécédent^ b le premier conséquent , c le second anté- 
cédent^ d le second conséquent, a ; £ est le premier rap- 
pon, c l d eslle second rapport. 

Propriétés des proportions. 

312. Théorème I. — Dans toute proportion , le produit 
des exilâmes est égal au produit des moyens. 



{*) Pendant longtemps on a substitué dans récriture des proportions, au 

signe ordinaire de Tégalité, le nouveau signe ::. Ainsi, au lieu d'écrire 

35 3 5 

7 : - = 21 : 20, on écrivait -7 : ~ :: 21 : 30. Cette notation est universelle-^ 

•» 7 4 7 

ment abandonnée aujourd'hui par les géomètres, et nous n'en ferons point 

usage. 
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Soît la proportion 

a c 

Réduisons les deux fractions -j- et - au même dénominateur. 

o a ^ 

en multipliant les deux termes de la première par d et les 
deux termes de la seconde par b \ nous aurons 

fyCd ■" Fx^' 

Ces deux fractions égales ayant même dénominateur ont 
leurs numérateurs égaux \ par conséquent , 

flX^=^Xc. 

Remarque, — Ce théorème donne le moyen de trouver 
un terme d'une proportion dont on connaît les trois autres. 
Par exemple, si le terme inconnu est un extrême, on obtien- 
dra sa valeur en faisant le produit des moyens et divisant ce 
produit par Fextrême connu. 

313. Théorème II. — Réciproquement y si quatre nom" 
bres écrits sur une même ligne sont tels y que le produit des 
extrêmes soit égal au produit des moyens y ces quatre nom- 
bres sont en proportion. 

Soient les quatre nombres 

<Z, b^ Cy dy 

et supposons que Ton ait 

«Xc?=^X^. 

Divisons par i X <^ les deux membres de cette égalité^ 
nous amons 

bxd^ bxd' 
Supprimant le facteur d commun aux deux termes de la 
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première fraction , et le facteur b commun aux deux termes 
de la deuxième, nous obtenons 



a c 



*iAA, Il résulte des théorèmes précédents que Ton peut 
faire subir à une proportion toutes les transformations qui 
n'altèrent pas l'égalité entre le produit des extrêmes et celui 
des moyens. 

En particulier, on peut dans une proportion,!** échanger 
les moyens l'un avec l'autre, ou les extrêmes l'un avec 
l'autre; 2° mqttre les moyens à la place des extrêmes, et ré- 
ciproquement. Ainsi, la proportion qui a Jieu entre quatre 
nombres a , i , c , rf , tels que axd=^ bxc^ peut être 
écrite des huit manières suivantes : 



a c a o 
b d c d 



h a c a 

h __d b_a 

a c d c 

c d c a 

a^^V d^V 



On voit aussi que, dans une proportion, on peut multi- 
plier ou diviser, par un même nombre, un extrême et un 
moyen. 

315. Théorème III. — Quand deux proportions ont un 
rapport commun , les deux autres rapports forment une 
proportion. 

Soient les deux proportions * 



a c a e 

'9 
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on a évidemment 



c e 



Corollaire. — Quand deux proportions ont mêmes an- 
técédents ou mêmes conséquents, on peut, ai^eç les consé- 
quents ou les. antécédents, former une proportion. 

Soient les deux proportions 

a c 

a c 

e f 

qui ont les mêmes antécédents. En changeant les moyens 

entre eux, on a 

a h 

a e 
d'où 

ÎJ16. Théorème IV . — Dans toute proportion, la somme 
des deux premiers termes est à la somme des deux deriiiers, 
comme le premier est au troisième, ou comme le deuxième 
est au quatrième. 

Soit la proportion 



(0 


a c 




On a (n^ 261) 


a-^ h a b 
b '~' b'^ h 


a 


pareillement , 








c -{- d c d 
d d^ d' 


= 7/ + '' 
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par conséquent , 



a-j- b c •{- d 

~T-—d-' 

OU , eu changeant les moyens entre eux , 

a + b b 

D'ailleurs la proportion (i) devient, si l'on change les 
moyens entre «ux, 

a b 

cette proportion et la proportion (a) ayant un rapport com- 
mun, on en déduit 

(3) ^ = -- 

^ ' c -h d c . 



Les proportions (2) et (3) démontrent le théorème énoncé. 

Corollaire. — Dans toute proportion^ la somme des 

antécédents est à la somme des conséquents, càmme un 

antécédent est à son conséquent. 

Soit la proportion 

a c 

Z'^d' 

En changeant les moyens entre eux, on a 

a b 

et si Ton applique à cette dernière le théorème précédent , 

on obtient 

a -{- c a a -h c a 

T^d'^V bTd'~'b' 

317. Théorème V. — Dans toute proportion, la diffé-^ 
rence des deux premiers termes est à la différence des 
deux derniers y comme le premier est au troisième ^ ou 
comme le deuxième est au quatrième. 

«9- 
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Soit la proportion 

Supposons les fractions t et - supérieures à Tunité. On a 
(n*> 262) 



pareillement, 



a 


ù 


h 


- — 


a 

b 


-i; 


c 


— 


d 


— 


C 
d'^ 


■i; 




d 




a 


— 


b 




C 


d 

— y 



donc 

a — b c - 

ou , en changeant les moyens entre eux , 

a--b b 



(2) 



c — d d 



D'ailleurs* la proportion (i) devient, en changeant les 
moyens entre eux , 

a _b 
Z- d' 

cette proportion et la proportion (2) ayant un rapport 
commun , on en déduit 

(3) ^ = -' 

Les proportions (2) et (3) démontrent le théorème énoncé. 
Remarque. — La démonstration suppose que chaque 
antécédent est supérieur à son conséquent. Si le contraire 
a lieu, on peut écrire la proportion (i) de la manière sui- 
vante : 

b _^d 
a c 



r 
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et l'on déduit de cette dernière 

b — a b b — a a 
d — c d d — c. c 

C0R01.LAIRE. — Dans toute propoHion y la différence des 
antécédents est à la différence des conséquents , comme 
un antécédent est à son conséquent. 
Soit la proposition 

a c 
l^d' 

En changeant les moyens entre eux , on obtient 

a b 
c d 

Si Ton applique le théorème précédent à cette dernière , on 
trouve , si « est > c , 

a — c a a — c c 



v» 



b-^d'^b b^d'^d' 

et, si a est <^c, 



c—- a a c — a c 



T> 



d^b b d—b d 

318. Théorème VI. — Dans toute proportion, la somme 
des deux premiers termes est à leur d^erence, comme la 
somme des deux derniers est à leur différence. 

Soit la proportion 

b^ d' 
On en déduit (n®* 316 et 317) , en supposant a^b , 

a-h b a a — b a 






d c c — d c 

d'où 

a -{- b a^-^b 



c -^ d c — d 



î 
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ou , en changeant les moyens entre eux, 

a-i- b c -+■ d 
a^~-b c ^~ d 

« 

Si Von a a<^b^ un raisonnement identique au précé- 
dent conduit à la proportion 



a-^ c 



a 



Corollaire. — Dans toute proportion ^ la somme des 
antécédents est à leur différence, comme la §omme des 
conséquents est à leur différence. 

Soit la proportion 



a c 
b^d 



En changeant les moyens entre eux, on obtient 



a b 
c d 



Appliquant à cette dernière proportion le théorème précé- 
cédent , on a , si ^i est ^ c, 



* 


a -{^ c b ^ d 




a — c b — d 


et, si a est <^ c, 






a-^c b -^d 



319. Thèorîsme VII. — - Lorsquon multiplie plusieurs 
proportions terme à terme, les quatre produits forment une 
noui^elle proportion. 

Soient les trois proportions 



b'^d' b''^ d'' b'''~d"'' 
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on aura , en multipliant , 

a a a ce c 

ou 

ad'a" _ cc'c" 



320. Théorème VITI. — Lorsquon divise deux propor- 
tions terme à terme ^ les quatre quotients forment une nou- 
scelle proportion. 

Soient les deux proportions 



a c a' c' 



b d h' 
en divisant membre à membre , on trouve 



5 



il _ 



ou 



ou enfin 



ah^_cd^ 

321 . Théorème IX. — Si quatre nombres sont en pro^ 
portion, leurs puissances de même degré sont aussi en 
proportion. 

Soit la proportion 



a c 
l^d 
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Élevant les deux membres à une même puissance , la m 
par exemple , on a 



leme 



©■= 



5' ' 



OU 



322. Théorème X. — Si quatre nombres sont en pro- 
portion^ leurs racines de même degré sont aussi en pro^ 
portion . 

Soit la proportion 



a c 



Extrayant la racine de degré m de chaque membre , on a 



ou 



"» /a '« /c 

\/a Çc 



Des suites de rapports égaux, 

323. Théorème. — Dans'toute suite de rapports égaux f 
la somme des antécédents est à la somme des consé^ 
quents, comme un antécédent est à son conséquent. 

Considérons la suite de rapports égaux 



a a' a!' oT 



b" b''~^ b"'^ h 



m 



Désignons par q la valeur commune de ces rapports. 
Des égalités 



a a' 



i 



i ■ ^Jl 
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on déduit (n*^ 316, corollaire) 
des égalités 



on déduit pareillement 

et ainsi de suite. Le rapport de la somme d'un nombre 
quelconque d'antécédents k la somme de leurs conséquents 
est donc égal à chacun des rapports donnés. 

324. Ce théorème fournit une solution immédiate de la 
question suivante : 

Problème. — Partager un nombre en parties propor- 
tionnelles à des nombres donnés y c'est-à-dire en parties 
dont les rapports à des nombres donnés soient égaux 
entre eux. 

Soit proposé , par exemple , de partager 8 en parties pro- 
portionnelles aux nombres 2, 3, 4- U s'agit de trouver 
trois nombres x^j^ z ^ tels que l'on ait 

^'^ 2-3-4' 

en même temps que 

X +7-4-3= 8. 

Chacun des rapports (i) est égal (n^323) à r — -j ou 

éiçal à -• On a donc 
9 

^_8 j_8 2_8 

^""9' 3*"' 9' 4~9' 
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d'où . 

16 24 32 

x_— , r — — ' ' — -^' 

9 

325. Supposons généralement qu'on veuille partager un 
nombre quelconque N en parties proportionnelles à des 
nombres donnés a , & , c, . . . . Il s^agit de trouver des nom- 
bres x^ jr^ -2?,..., tels que Ton ait 

^^^ a^ b-c ' 

et 

Chacun des rapports (2) est égal (n° 323) à ' 



^ -f- ^ -4- <^ -f-»"« 



N 
ou égal à ' 7 . On a donc 

X N / N 



5 T 



z N 

c a + o +c -h ... 



d'où 



.r 



N« N^ 



' y 



Ne 

z =Z II.» • . t 

fl-h ^ 4- c -h ... 

i)e5 moy enfles entre deux ou plusieurs nombres. 

326. Lorsque les moyens d'une proportion sont égaux, 
chacun d'eux est dit la moyenne proportionnelle ou la 
moyenne géométrique des extrêmes. On a, par exemple, 

4_6. 

6-9' 

6 est la moyenne proportionnelle des nombres 4 ^^ 9' 
Soit X la moyenne proportionnelle des deux nombres 
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a et 6 ; on a 

a X 
X h 

et, par conséquent , 

x^r=ab^ d'où . X = yôï. 

Ce qui montre que : 

La moyenne proportionnelle de deux nombres est égale 
à la racine carrée du produit de ces nombres. 

327. En général, on nomme moyenne de plusieurs nom- 
bresy tout nombre compris entre le plus grand et le plus 
petit d'entre eux, 

La moyenne qu'on a le plus souvent occasion de consi- 
dérer est celle que l'on nomme moyenne arithmétique. 
La moyenne arithmétique de m nombres est le résultat que 
Ton obtient en divisant par m la somme de ces nombres. 

Questions proposées, 

1. Démontrer que l'une quelconque des deux propor- 
tions 

a c 
Â=rf' 

ma -^ nb me -f- nd 
pO'-^qb pc — qd 

est une conséquence de l'autre. 

2. Démontrer que si les quatre termes d'une proportion 
sont écrits par ordre de grandeur, la somme des extrêmes 
est plus grande que la somme des moyens* 

Déduire de ce théorème que la moyenne géométrique de 
deux nombres est plus petite que leur moyenne arithmé- 
tique. 

3. Démontrer que si Ton a A = aj -f- «s H- • • • -f- ^« 7 
B= ft|.-f- ij -+-. . . -{-bnyiti que les nombres ài , a,, . . . ,«,> 
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soient proportionnels aux nombres 2»i , ^i 9 • • . ^ 2»„ , on aura 

4. Démontrer que , dans une suite de rapports égaux , la 

racine carrée de la somme des carrés des antécédents est à la 
racine carrée de la somme des carrés des conséquents, comme 
un antécédent est à son conséquent. 

5 . Démontrer que les quatre sommes obtenues eu ajou- 
tant deux proportions terme à terme ne forment une nou- 
velle proportion que dans les deux cas suivants : 

i^. Si les rapports de la première proportion sont égaux 
à ceux de la seconde ; 

2^. Si le rapport des antécédents ou des conséquents de la 
première est égal au rapport des antécédents ou des consé- 
quents de la seconde. 

6. Démontrer que '""''" ty aie est une moyenne entre le»^ 
nombres '(;â,^,^c. 
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CHAPITRE IL 
TBÉÔRIE DES PROGRESSIONS. 

Des progressions par difTérence. — Insertion de moyens par différence entre 
deux nombres donnés. -^ Somme des termes d'une progression par diffé- 
rence. — Des progressions par quotient. — Insertion de jnoyens par quo- 
tient entre deux nombres donnés. — Produit des termes d'une progres- 
sion par quotient. — Somme des termes d'une progression par quotient. 
— Limite de la somme des termes d'une progression par quotient , lors- 
que. le nombre de ces termes augmente indéfiniment. 



Des progressions par rlifference, 

328. On nomme progression par différence une suite de 
nombres tels ^ que la différence de chacun d'eux au précé- 
dent soit constante. Cette différence constante se nomme la 
raison de la progression. 

Ainsi les nombres 

3, 5, 7, 9, II, i3, 

forment une progression par différence dont la raison est 2. 
. Dans cet exemple , les termes allant en augmentant , la 
progression est dite croissante. On peut aussi écrire ces 
termes dans Tordre inverse, et Ton obtient alors une pro- 
gression décroissante. Ainsi 

i3, II, 9, 7, 5, 3, 

est une progression décroissante. 

329. Théorème. — Un terme quelconque d* une progrès^ 
sion par différence croissante est égal au premier^ plus 
autant Hefois la raison quily a de termes avant lui^ et 
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est égal au dernier, moins autant de fois la raison cjuily 
a de termes après lui. 

Soît la progression par difTérence 

«, by r, dy .. ,g, h, ky /, 

dont nous désignerons par (î la raîson. 
1**. On a, par définition , 

ou 

bz=za-\-^j c=^a -\-ilSy «?=:/i-|- 3^, . r . ; 

d'où il suit que chaque terme est égal au premier, plus 
autant de fois la raison quil y a de termes as^ant lui. 

En particulier, si n désigne le nombre de tous les termes 
de la progression , le dernier terme / a pour valeur 

lz=za-^[n — 1)8. 
2^. On a aussi , par définition , 

ou 

d'où il suit que chaque terme est égal au dernier^ moins 
autant de fois la raison quily a de termes après lui. 

En particulier, n désignant le nombre de tous les termes 
de la progression , le premier terme a a pour valeur 

fl = / — [n — i)5, • 

Corollaire. — Dans une progression par différence, la 
somme de deux termes à égales distances des extrêmes 
est égale à la somme des extrêmes. 

Soit la progression croissante - 

«, b, c, t/,. . , g\ h, /-, /, 

dont la raison est â. Considérons, par exemple, le terme d 
qui a trois termes avant lui , et le terme g qui en a trois 
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après lui ; on a 

Ajoutant ces égalités membre à membre, il vient . 

r/ -f- g = « -h 3^ -f- / — 3^, 

ou 

fi 'hg = a'h i. 

Insertion de moyens par différence entre deux nombres 

donnés, 

330. Insérer n moyens par différence entre deux nom- 
bres donnes a et /, c'est former une progression par diffé- 
rence composée de n + a termes , et dans laquelle a et I 
soient les extrêmes. Les n termes intermédiaires sont les 



/ r 



moyens insères. 

Soit la raison de la progression inconnue. Comme il doit 
y avoir /i -f- i termes avant le dernier /, on aura (n** 329), 
en supposant / > a , 

d'où 

et, par suite, 

« -f- I 

Donc la raison de la progression qu'il s'agit de former est 
égale à la différence des nombres donnés divisée par le nom> 
bre des moyens à insérer augmenté de i . 

La raison d étant déterminée, la progression demandée 

est 

a, a-^Sy fl -f- 2^, . . . û -f- /î^, /. 

Exemple. — On demande d'insérer 1 1 moyens par diffé- 
rence entre i3 et i33. On a ici 

o , oa . i33— i3 i20 

I i H- I 12 

la progression demandée est donc 

i3, 23, 33, 43, 53, 63, 73, 83, 93, io3, ii3, i23, i33. 
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331. Théorème I. — Une progression par différence 
étant donnée j si Von insère un même nombre de moyens 
par différence entre chaque ferme et le stùs^ant^ la nou- 
velle suite obtenue est une progression par différence. 

Soit la progression croissante 

fl, by c, c?, . . . g, /*, ky /, 

dont la raison est d, et supposons qu'on insère n moyens par 
difTérence entre chaque terme et le suivant. On formers^ 
ainsi des progressions partielles dont les raisons 

b — a c — b ■ l — k 



9 ■ >•••» 



/2 -4- I /? + I « -f- 1 

sont toutes escales à D'ailleurs, le dernier terme de 

^ /i -h I ' 

chacune de ces progressions partielles est le premier de la 

suivante \ donc leur ensemble forme encore une progression 

par différence. 

332. THÉotiEME II. — Pour insérer entre deux nombres 
donnés un nombre de moyens ' par différence égal à 
pp^ — I , on peut : i° insérer p — i moyens entre les deux 
nombres donnés; 2** insérer p' — i moyens entre chaque 
terme de la progression obtenue et le si{ii^ant. 

Supposons , en effet, qu'on insère p — i moyens entre 
les nombres a ell^a. La raison de la progression obtenue 
sera 

l — a 

P 
Supposons maintenant qu'on insère p' — i moyens entre 
chaque terme de cette progression et le suivant; on for- 
mera une nouvelle progression par différence dont la raison 
sera (n" 331) 

JlJ ou LzJi, 
p' pp 
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Or celte raison est précisément celle que Ton aurait ob- 
tenue en insérant pp' — i moyens par différence entre les 
nombres a et /; le théorème est donc établi. 

Corollaire I. — Pour insérer, entre deux nombres 
donnés y un nombre de moyens par différence égal à 
pp'p"... — I, on peut: i^ insérer p — i moyens entre les 
nombres donnés^ 7,^ insérer p' — i moyens entre chaque 
terme de la progression obtenue et le suivant ^ 3° insérer- 
p'' — I moyens entre chaque terme de cette deuxième pro- 
gression et le suivant; et ainsi de suite. 

Supposons par exemple qu'il s'agisse d^iusérerpp'p^' — i 
entre deux nombres. On ^eui , d'après le théorème pré- 
cédent : i*^ insérer p — i moyens entre les deux nombres 
donnés; 2°" insérer p'p'' — i moyens entre chaque terme de 
la progression obtenue et le suivant. Or cette seconde opé- 
ration revient, d'après le même théorème, à insérer seule- , 
ment/?' — i moyens, puis à insérer ensuite^" — i moyens 
entre chaque terme de la nouvelle progression et le suivant. 

Rem^arque. — En particulier, pour insérer entre deux 
nombres donnés un nombre de moyens par différence égal 
à une puissance de 2 diminuée d'une unité , c'est-à-dire égal 
à 2" — I, on peut insérer un moyen entre les nombres don- 
nés, puis un moyen entre chaque terme de la progression 
obtenue et le suivant, et ainsi de suite jusqu'à ce que la 
même opération ait été répétée n fois. 

Corollaire II. — Les nombres que Von introduit dans 
une progression par différence en insérant p — i moyens 
par différence entre chaque' terme et le suivant , et les 
nombres que l'on introduit dans la même progression en 
insérant p' t— i moyens entre chaque terme et le suivant , 
peuvent être introduits en même temps dans la progression 
par V insertion de pp' — i moyens par différence. 

En effet, pour insérer pp' — i moyens par différence 
entre les divers termes d'une progression par différence, 



3o6 TRAITÉ d'arithmétique. 

on peut commencer par insérer soit p — i, soit p' — i 
moyens, et il ne reste plus qu'à insérer/?' — i on p — i 
moyens entre les divers termes de la nouvelle progression, 
obtenue. 

Somme des termes d^une progression par différence, 

333. Soit la progression par différence 

«3 ^, c, ^,. . . , g', //, X, /. 

Désignons par S la somme de tous les termes , et par n le 
nombre de ces termes ; nous aurons 

et, en renversant l'ordre des termes. 

Ajoutant les égalités (i) et (2), on obtient 

2S = (a-f- /) -h (^ -h /•) -f- (<? -^ A) +. . .H- (A- + é)+(/H- a). 

Chacune des n parenthèses du second membre renferme 
la somme des extrêmes ou celle de deux termes également 
éloignés des extrêmes, laquelle est égale à la somme des ex- 
trêmes. On a don^ 

d'où 

Ainsi : La som,me des termes d'une progression par 
différence est égale à la demi-somme des extrêmes mul- 
tipliée par le nombre des termes. 

Exemple I. — On demande la somme des n premiers 
nombres entiers. Il s'agit de faire la somme des termes de 
la progression par différence, 

I, 2, 3, 4j 5,..., n — I, /i. 

Le premier terme est 1 , le dernier est fi , le nombre de& 
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termes est aussi égal à 72 ; la somme demandée est donc 

n(n -hi) 

2 

Exemple II. — On demande la somme des n premiers 
nombres impairs. Il s'agit de faire la somme des termes de 
la progression par différence dont le premier terme est i, 
la raison 2 et le nombre des termes n. Le dernier terme est 
I H- a (ti — i) ou 271 — I (n** 329). La somme demandée est 

donc égale à où égale à li^. Ainsi : 

La somme des n premiers nombres impairs est égale 

Des progressions par quotient, 

334. On nomme progression par quotient une suite de 
nombres tels , que le quotient de chacun d'eux par le pré- 
cédent soit constant. Ce quotieçt constant se nomme la 
raison de la progression. 

La progression est croissante ou décroissante suirant 
que la raison est plus grande ou plus petite que i . Ainsi 

3, 6, 12, 24, 48, 

est une progression par quotient dont la raison est 2 5 

. 3 3 3 J^ 

^' V V 8' 16' 

est une progression^par quotient dont la raison est -• 

La première progression est croissante , la deuxième est 
décroissante. 

Remarque. — Chaque terme d'une progression par quo- 
tient est moyen proportionnel entre celui qui le précède et 
celui qui le suit. 

Soit , en effet , la progression par quotient 

fl, h y c, f/, . . . , g', /*, X-, /. 



20. 
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On a 5 par définition , 

b _c _^_ 
abc 

335. Théorème. — Un terme quelconque d'une pro~ 
gression par quotient est égal au premier terme midiiplié 
par une puissance de la raison ayant pour exposant le 
nombre des teimes qui précèdent ^ et égal au dernier di- 
visé par une puissance de la raison ayant pour exposant le 
nombre des termes qui suivent^ 

Soit la progression par quotient 

Oy è, c, e/,. . . , g', A, /, ly 

' dont nous désignerons par q la raison. 
1°. On a , par définition , 

6 = aXî, c z= by< qy d = c'Xqy. . . y 
on • 

b^zayc^qy cz=i'ay:^q\ d z= a 'X, q\ -> - 'y 

â!oà il suit que chaque terme est égal au premier multiplié 
par une puissance de la raison ayant pour exposant le 
nombre des termes qui le précèdent. 

En particulier, si n désigne le nombre de tous les termes 
de la progression , le dernier terme / a pour valeur 

2®. On a aussi, par définition^ 

q q , q 



ou 



q q-' ^ ^a' 



d'où il suit que chaque ternie est égal au dernier disfisé 
par une puissance de la raison ayant pour exposant le 
nombre des teimes qui le suivent. 
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Corollaire. — Dans une progression par quotient y le 
produit de deux termes à égales distances des extrêmes est 
égal au produit des extrêmes. 

Soit la progression 

a, ft, c, d,...y g^ /<, /', /, 

dont la raison est q» Considérons , par exemple , le terme d 
qui a trois termes avant lui , et le terme g qui en a trois 
après lui . On a 

multipliant ces égalités membre à membre, on obtient 



dXg = ^ = a X /. 



Insertion de m.oyens par quotient entre deux nombres 

donnés • 

336. Insérer n moyens par quotient entre deux nombres 
donnés a et /, c'est former une progression par quotient 
composée de ti + 2 termes , et dans laquelle a et l soient 
les extrêmes. Les n termes intermédiaires sont les moyens 
insérés. 

Soit ç la raison de la progression inconnue. Comme il 
doit y avoir n-hi termes avant le dernier /^ on aura 
(n» 33o) 

d'où 



L = r-' i 



et , par suite , 



«4-1// 
Donc la raison de la progression qu il s'agit de former est 



3lO TRAITÉ d'arithmétique. 

égale à une racine du quotient - des nombres donnés , dont 

l'indice est le nombre des moyens à insérer augmenté 
d'une unité. 

La raison q étant déterminée , la progression demandée 
est 

337. Théorème I. — Une progression par quotient étant 
donnée y si Von insère un même nombre de moyens par 
quotient entre chaque terme et la suivant , la nouvelle suite 
obtenue est une progression par quotient. 

Soit la progression 

«, by Cy d,,., , g, h, A, l, 

dont la raison est q , et supposons qu'on insère n moyens par 
quotient entre chaque terme et le suivant. On formera ainsi 
des progressions partielles dont les raisons 






§ont toutes égales à "t /9« D'ailleurs le dernier terme de 

chacune de ces progressions partielles est le premier de la 
suivante 5 donc leur ensemble forme encore une progression 
par quotient. 

338. Théorème II. — Pour insérer entre deux nombres 
donnés un nombre de moyens par quotient égal à pp' — i , 
on peut : 1^ insérer p — i moyens entre les deux nombres 
donnés^ 2° insérer p' — i moyens entre chaque terme de 
la progression obtenue et le suiy^ant. 

Supposons, en effet, qu'on insère p — i moyens entre 
les nombres a et /. La raison de la progression obtenue sera 



p I a 
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Supposons maintenant que l'on insère />' — i moyens 
entre chaque terme de cette progression et le suivant; on 
formera une nouvelle progression par quotient dont la 
raison sera (n^ 337) 



</^ ™ '<f~ , 



Or cette raison est précisément celle que l'on aurait obtenue 
en insérant pp' — i moyens par quotient entre les nombres 
a et /; le théorème est donc établi. 

Corollaire I. — Pour insérer entre deux nombres un 
nombre de moyens par quotient égal à pp'p''. . • — i) on 
peut : i^ insérer p — i moyens entre les nombres donnés ^ 
2° insérer f^ — i moyens entré chaque terme de la pro- 
gression obtenue et le suix^ant^ 3*^ insérer p" — i moyens 
entre chaque terme de cette deuxième progression et le 
suivant; et ainsi de suite. 

Supposons par exemple qu'il s'agisse d'insérer pp'p" — i 
entre deux nombres. On peut, d'après le théorème pré- 
cédent : 1° insérer p — i moyens entre les nombres donnés -, 
tP insérer p'p" — i moyens entre chaque terme de la pro- 
gression obtenue et le suivant. Or celte seconde opération 
revient, d'après le même théorème, à insérer seulement 
p' — I moyens, puis à insérer ensuite p" — i moyens entre 
chaque terme de la nouvelle progression et le suivant. 

Remarque. — En particulier, pour insérer entre deux 
nombres donnés un nombre de moyens par quotient égal à 
une puissance de i diminuée d'une unité, c'est-à-dire égal 
à 2" — I , on peut insérer un moyen entre les nombres don- 
nés , puis un moyen entre chaque terme de la progression 
obtenue et le suivant-, et ainsi de suite, jusqu'à ce que la 
même opération ait été répétée n fois. 

On voit que l'insertion de a" — i moyens par quotient 
entre deux nombres donnés, se ramène à insérer plusieurs 
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fois un moyen par quotient entre deux nombres ; elle n'exige 
d^nc d'autre opération que Textraction de la racine carrée. 

Corollaire II. — Les nombres que Von introduit dans 
une progression par quotient en insérant p — i moyens 
par quotient entre chaque terme et le suiv^ant, et les 
nombres que Von introduit dans la même progression en 
insérant p' — i moyens entre chaque terme et le suis^ant^ 
peui^ent être introduits en même temps dans la progression, 
par l'insertion cfe pp' — i moyens par quotient. 

En effet , pour insérer pp' — i moyens par quotient entre 
les divers termes d'une progression par quotient, on peut 
commencer par insérer, soit p — i , soit p' — i moyens , et 
il ne reste plus qu'à insérer p^ — i ou ^ — i moyens entre 
les divers termes de la nouvelle progression obtenue. 

• 

Produit des termes d'une progression par quotient. 

339. Soit la progression par quotient 

a, b, c, £/,..., g, /i, k, l. 

Désignons par P le produit de tous les termes , et par n le 
nombre de ces termes ; on a 

(i) P = ûX^XcX^X .. . Xg^X/^X^X/, 

ou , en renversant l'ordre des facteurs , 

(2) P = /x^X/*Xê'X...X^Xc><^X«. 
Si l'on multiplie les égalités (i) et (2), il vient 

F==(flX/)X(*X^)X(cX/0.-. x(A^xè)x(/x«). 

Chacune des n parenthèses du second membre renferme le 
produit des extrêmes ou celui de deux termes également 
éloignés des extrêmes , lequel est égal au produit des exr 
trêmes. On a donc 
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OU 

• 

Ainsi : le produit des termes d^ une progression par quo- 
tient est égal à la racine carrée du produit des extrêmes 
élevée à une puisance dont le degré est égal au nombre des 
teiynès. 

Somme des termes d'une progression par quotient. 

340. Soit la progression par quotient 

«, b, c, 6/, . .. , g, h, Ay l. 

Désignons par q la raison de cette progression , et par S la 
somme de tous les terines ; on aura 

Si l'on multiplie cette somme par ^, et si l'on observe que 
le produit de chaque terme par q est égal au terme suivant, 
il vient 

(2) S^=: ^ -h c-h rfH- . . . -4- A H- X-4- /-f-/^. 

Cela posé, supposons d'abord </ ^ i^ il vient, en retranchant 

l'égalité ( I ) de Tégalité ( 2 ) , 

Sy — S ou S(^ — i)z=zlq — a, 
d'où 

(3, • • • S='l^. 

M y — I 

Supposons en second lieu , ^7 <^ i ; il vient, en retranchant 
l'égalité (2) de l'égalité (i) , 

S — S7 ou S(l — q)^=.a — Iq , 
ou 

Les formules ( 3 ) et (4) relatives, Tune au cas d'une pro- 
gression croissante, Vautre au cas d'une progression décrois- 
sante,- montrent que : 

Pour avoir la somme des termes d\ine progression par 
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quotient, il faut prendre la différence entre le premier 
terme et le produit du dernier par la raison^ puis di^^iser 
le résultat par la différence entre V unité et la raison, 

341 . Soit n le nombre des termes de la progression pro- 
posée; on a / = aq'''^^. Si l'on remplace / par cette valeur, 
on obtient, au lieu des égalités (3) et (4) , 

(5) s=.'^2lzU^. 



(6j S = 



a — a<7" 



Exemple I. — On demande de trouver la somme des 
nombres 



la ''^9 f 9***9 



Ces nombres forment une progression par quotient-, le pre- 
mier terme est i , la raison 2 , le nombre des termes est 11. 
L'égalité (5) donne • 

2'» I 

S = = 2" — I r= 2047 . 

2 — l' ' 

Exemple IL — On demande de trouver la somme des 

nombres 

III I 

^' 2' i^' i^'*"' ^' • 



Ces nombres forment une progression par quotient; le 

premier terme est i, la raison -, le nombre des termes 
est II. L'égalité (6) donne 



I I 




' =^" ' ^"_„/, '^ 


, . 2"— I 

1 ^ ,H 


2 2 




2" — î 2047 




2'" 1024 


.. 
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Limite de la somme des termes d'une progression par 
quotienty lorsque le nombre de ces termes augmente 
indéfiniment. 

342. On a souvent occasion de considérer des progres- 
sions dont le nombre des termes est illimite. Soient a le 
premier terme et q la raison d'une progression par quo- 
tient, 

dont le nombre des termes est illimité. Nous nous propo- 
sons de déterminer comment varie la somme des n premiers 
termes de cette progression , lorsque le nombre n augmente 
indéfiniment. Cette recherche repose sur les deux théorèmes 
suivants. 

343. Théorîsme I. — Les puissances s accessibles d'un 
nombre q plus grand que i finissent par surpasser tout 
nombre donné. 

Le nombre q étant plus grand que i , posons 

7 = I -f-a. 

Multipliant de part et d'autre par </'*, il vient 

or, q étant > i , 9"* est aussi ]> i -, par suite, aç'" est >^ a , 
et la dernière égalité donne 

^«^' > ^'" -+- a . 

Il suit de là que chaque puissance de q surpasse la puissance 
précédente d'un nombre plus grand que a. Cela posé, à 
cause de <7 = I 4- a , on aura 

Or on peut prendre l'entier n assez grand pour que i -f-na 
surpasse un nombre donné /c quelconque \ alors on aura, à 
plus forte raison, 
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344. Théorème II. — Les puissances successives d'un 
nombre q plus petit que i finissent par être plus petites 
que tout nombre donné» 

Je dis qu'on peut assigner un entier n assez grand pour 
que Ton ait 9" <^ /c, quelque petit que soit le nombre 

donné h. En effet , q étant <[[ i , - est ^ i ^ on peut donc 

assigner un entier n assez grand pour que l'on ait (343) 



G)->^ 



ou 



c'est- à-dire 

Remarque. — On exprime les deux théorèmes précé- 
dents en disant que les puissances successives d'un nombre 
supérieur à i croissent au delà de toute limite, et que les 
puissances successives d'un nombre plus petit que i ont 
zéro pour limite, 

m 

345. Reprenons maintenant la progression illimitée 

a, aq, aq\ aq\ . , ., 

et désignons par S,) la somme des n premiers termes. 

1°. Si ^ est ^ I, les termes de la progression croissent 
au delà de toute limite^ par conséquent, S„ croît aussi au 
delà de toute limite , lorsque n augmente indéfiniment. 

2°. Si 9 est < I, S„ a pour valeur 

fl — aq'\ 
ou 

a aq^. 



Sn = 



On voit que Ton a 
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m 

en outre, la différence entre S„ et a pour valeur 

— ^— ou X 7". Le facteur ^" s'approche indéfiniment 

I — q I — q 

de zéro à mesure que n augmente \ il eu est donc de même 
du produit X 7". Par conséquent, S„ a pour limite 

• On conclut de là que : 

ha somme des n premiers termes d'aune progression par 
quotient, décroissante^ a pour limite le premier terme di- 
visé par r unité moins la raison, lorsque l'entier n augmente 
indéfiniment. 

Exemple. — On demande la limite de la somme des 
termes de la progression 

I I 1 

I I 

dont la raison est— On trouve pour celte limite — '■ — ou 

I 

2 



2 — 1 



ou 2. 



346. Une fraction décimale périodique simple est la 
somme des termes d'une progression par quotient, décrois- 
sante et illimitée, ou, comme Ton dit aussi, d'une pro- 
gression par quotient décroissante à V infini. 

Soit, par exemple, la fraction décimale périodique 
simple 

0,267267267 . . . 

et désignons par x sa limite. On a 

267 26'7 I 267 I 



1000 1000 1000 1000 1000' 



• • • . 



X est donc la somme des termes d'une progression par quo- 
tient décroissante à l'infini, dont le premier terme est 
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267 , . I 

— i- et la raison : par suite , on a 

1 000 1 000 '^ 

\iooo/ \iooo/ 267 

^^, ' ""/999\'^999' 

1000 \iooo/ 

C'est le résultat obtenu au n? 210. 

Pareillement, une fraction décimale périodique mixte 
est égale à la partie non périodique augmentée de la somme 
des termes d'une progression par quotient décroissante à 
l'infini. 

Soit, par exemple , la fraction décimale 

0,34267267. . ., 
et désignons par x sa limite ; on a 

267 ^^ 267 I 




34 / I 00000 I 00000 . 1000 

100 l 26'7 I 



ou 



a: 



1 00000 1000' 



34 V^ 00000/ 34 267 

100 1000 — I 100 (1000 — i)X loo 
1000 

340QO — 34 267 _ 34^67 — 34 



(1000 — i)Xioo (1000 — i) X 100 99900 

C'est le résultat obtenu au n° 212. 

Questions proposées, 

1 . Démontrer que si l'on prend , dans une progression 
par quotient , quatre termes tels , qu'entre le premier et le 
deuxième il* y ait autant de termes qu'entre le troisième et 
le quatrième , ces quatre nombres forment une proportion. 

2. Former une progression par différence dont fassent 
partie des nombres donnés « , ft , c , etc. 
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'3 . Trouver la somme des n premiers termes de la suite 
y, 2q\ 37», 4yS--> '?7",..- 

4- Démontrer que le carré de la somme des n premiers 
nombres entiers est égal à la somme des cubes de ces mêmes 
nombres. 

On vérifiera le théorème pour n= 1^ n = 2'^ on fera 
voir ensuite que si le théorème est vrai pour n:=p^ il est 
vrai aussi pour n = p -f- i ; de là on conclura la démons- 
tration. 

5. Démontrer que la somme des n premiers termes de la 
somme 

I 1 I 

^' r ^3^3' 2X3X4"^'" 

est moindre que 3 , quel que soit n. 

6. Démontrer que, dans la même suite, la somme de 
tant de termes que l'on voudra pris parmi ceux qui suivent 
le 11'^""% est moindre que la rV''"' partie de ce n'^"** terme. 
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Définition des logaiithnics, 

347. Soient deux progressions croissantes et indéfinies, 

O , (^ , 2 (^ , 3 ^ , 4 ^ 9 • * • > 

l'une par quotient commençant par i, l'autre par diffé- 
rence commençant par zéro. 

On nomme logaiithmes des nombres qui font partie de 
la progression par quotient, les nombres qui leur corres- 
pondent respectivement dans la progression par différence. 

Les deux progressions dont il s'agit constituent un ^s- 
tème de logarithmes^ elles ne sont assujetties qu'à la seule 
condition de commencer la première par i , la seconde 
par zéro. 

348. Si Ton insère un même nombre quelconque de 
moyens par quotient entre chaque terme de la progression 
par quotient et le suivant, et si, en même temps, on 
insère le même nombre de moyens par différence entre 
chaque terme de la progression par différence et le suivant , 
on obtient deux nouvelles progressions (n*'* 333 et 336). 
Cela posé, on nomme logarithmes des nombres introduits 
dans la progression par quotient , les nombres correspon- 
dants introduits dans la progression par différence. 
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Il est indispensable d'établir, pour légitimer la défi- 
nition précédente, que si l'on peut introduire un nombre 
dans la progression par quotient en insérant entre chaque 
terme et le suivant un certain nombre de moyens , et si 
l'on peut aussi l'introduire en insérant un autre nombre de 
moyens, on trouvera, dans les deux cas, le même loga- 
rithme. 

Supposons que , le nombre N ayant été introduit dans la 
progression par quotient par l'insertion de p — i moyens 
entre chaque terme et le suivant, on ait trouvé n pour son 
logarithme ^ et que ce même nombre ayant été introduit 
par l'insertion de p' — i moyens, on ait trouvé /i' pour son 
logarithme. Je dis que Ton a »'= n. 

En effet, si , après avoir inséré p — i moyens entre cha- 
que terme de chaque progression et le suivant , on insère 
p^ — I moyens entre les divers termes des nouvelles pro- 
gressions obtenues, on sera dans le même cas (n°* 333 et 338) 
que si l'on avait inséré tout d'abord pp' — i moyens entre 
les divers termes des progressions primitives. Donc, par 
l'insertion de pp' — i moyens , on trouve n pour logarithme 
de N. De même, si , après avoir inséré/?' — i moyens entre 
chaque terme de chaque progression et le suivant, on insère 
p — I moyens entre les divers termes des nouvelles pro- 
gressions obtenues, on sera dans le même cas que si l'on 
avait inséré tout d'abord pp^ — i moyens entre les divers 
termes des progressions primitives. Donc, par TinserticTn 
de pp^ — 1 moyens , on trouve //' pour logarithme de N. Il 
résulte évidemment de là que n^ = n. 

349. On nomme logarithme d'un nombre ]\ qui ne peut 
pas être introduit dans la progression par quotient par l'in- 
sertion de moyens , un nombre plus grand que les loga- 
rithmes des nombres inférieurs à N, susceptibles d'être 
introduits par l'insertion de moyens, et plus petit que les 

21 
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logarithmes des nombres siipërieurs à N , susceptibles éga- 
lement d'être introduits par l'insertion de moyens (*). 

Cette définition permet d'assigner deux nombres qui com- 
prennent entre eux le logarithme de jN , et dont la diffé- 
rence soit aussi petite que l'on voudra 5 par suite, elle permet 
de former des valeurs successives qui approchent indéfini- 
ment de ce logarithme. En effet, imaginons que l'on insère 
p — I moyens par quotient entre les divers termes de la 
progression par quotient, et p — i moyens par différence 
entre les divers termes de la progression par différence. 
Soient 

O, (î', 2^', 35',..., i^y (/H-l)^,... 

les nouvelles progressions obtenues. Par hypothèse , N ne 
fera pas partie de la progression par quotient, mais il sera 
compris entre deux termes consécutifs, car [nP 343) la rai- 
son q' étant plus grande que i, les termes finissent par de- 
venir plus grands que tout nombre donné. Soient q'^ et ^y''"^* 
les termes entre lesquels N est compris: les logarithmes de 
ces deux nombres sont icî'et [i-\-i)d^ Gl ils ont pour diffé- 
rence à' , Donc , par définition , le logarithme de N est com- 
pris entre /cî' et (17+- 1) (î. Par suite, en prenant à la place 
de ce logarithme l'un ou l'autre de ces deux nombres , l'er- 
reur commise sera moindre que cî'. Or on a 

F 

et Von peut prendre p assez grand pour que - soit moindre 

que tout nombre donné. 

350. Si deux nombres N et JN ' sont susceptibles d'être 
introduits dans la progression par quotient, le plus grand 
des deux nombres a le plus grand logarithme. En effet, 



( *) Ce logarithme n'est pas nécetsAiiemcnt un numbre iiicommensurahle. 
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ces deux nombres peuvent être introduits en même temps 
dans la progression , par l'insertion d'un certain nombre 
de moyens (n** 338, coroUaireM) \ d'ailleurs , la progression 
dont ils font partie est croissante, et il en est de même de 
la progression par difierence correspondante. La même 
chose a lieu , par définition, si un seul des nombres N et K' 
peut être introduit dans la progression par quotient. Il est 
essentiel d'établir qu'il en est encore ainsi dans le cas où 
aucun des nombres N et N' ne peut être introduit dans la 
progression par quotient. Pour cela . supposons N ^ N', et 
imaginons que Ton insère p — i moyens entre les divers 
termes de» progressions primitives^ soient 

G, ^', 2^', 3^',..., id\ (/ + ,)^',... 

les progressions résultantes. Soient aussi q'' et y''"*"' les 
termes consécutifs de la progression par quotient entre les- 
quels N est compris. Je dis qu'on peut supposer le nombre 
p — I des moyens insérés assez grand pour que la diiférence 
entre q''"^^ eiq'' soit moindre qu'un nombre donné a. En 
effet, cette différence est égale à <7''+* — <y'', c'est-à-dire 
égale à q'^{q' — i); par suite, elle est moindre que N [q' — i). 
Il suffit donc de prouver qu'on peut satisfaire à l'illégalité 

Or on a _ * 

nous sommes donc ramené à prouver qu'on peut satisfaire 
à l'inégalité 

(]ela résulte du théorème démontré au n^ 343 ; car, en 
vertu de ce théorème , on peut donner à p une valeur assez 

grande pour que ( ï + ^ ) surpasse tout nombre donné. 

21. 
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D'après ce qui précède , on peut supposer p assez grand 
pour que la différence des termes ^'' et q''"^^ soit plus petite 
que la différence des nombres N et JN/ \ et , comme N est 
compris entre q^' et ^''"*"S N' ne pourra être compris entre 
ces mêmes nombres. Ainsi l'on a 

N'<<7'' et N>7". 

Par conséquent , le logarithme de N' est plus petit que celui 
de q'\ tandis que le logarithme de N est plus grand ^ donc 
le logarithme de N est plus grand que le logarithme de N'. 

351. Des développements qui précèdent, il résulte que 
tout nombre plus grand que i a un logarithmoi^ et qu'un 
nombre plus petit que i n'en a pas. En outre, le logarithme 
de I est zéro. 

On voit , eh outre , que si un nombre vient à augmenter, 
son logarithme augmente aussi ^ et, comme les progressions 
qui délînissent le système de- logarithmes croissent indéCni- 
ment, si un nombre augmente au delà de toute limite, son 
logarithme augmente aussi au delà de toute limite. 

On indique le logarithme d'un nombre en plaçant les 
initiales log à gauche de ce nombre. Ainsi logN représentera 
le logarithme de N^ . 

Propriétés fondamentales des logarithmes, 

352. Théorème I. — Le logarithme du produit de deux 
facteurs plus grands que i est égal à la somme des loga- 
rithmes des facteurs , 

Soient 

, 5 , 2 ^ , 3 ^ , . . . , mêy , , , y « <î , . . . , ( /;i -f- /2 j ^ , . . . 

les deux progressions qui définissent un système quelconque 
de logarithmes. 

Chaque terme de la progression par quotient est une 
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puissance de la raison dont Texposai^t est égal au nombre 
des termes qui le précèdent; pareillement, chaque terme 
de la progression par diflerence est égal au produit de la 
raison parle nombre des termes qui le précèdent. Cela posé, 
considérons deux termes de la progression par quotient^ ^"' 
et ^" par exemple ; nous aurons 

log q'^zz: md, log q'* z=: n$. 

D'ailleurs, le produit ^'"X^", ou y"'+", est le terme delà 
progression par quotient qui en a m + n avant lui; ou a 

donc 

log^'"X<7'' = ('w -\-n)$ = md -\- nSy 

ou 

îog 7" X 7" = log 7" -h log 7". 

Celle démonstration suppose que les deux facteurs du pro- 
duit dont il s^agit font partie de la progression par quo- 
tient; mais elle s'applique évidemment aussi au cas où ces 
facteurs, ne faisant pas tous deux partie de cette progres- 
sion , pourraient y être introduits par l'insertion de moyens. 
Car, en insérant un certain 'nombre convenable de moyens 
entre les divers termes des deux progressions, on en obtien- 
drait deux nouvelles, dont la première renfermerait les 
deux facteurs donnés , et l'on pourrait appliquer le raison- 
nement qui vient d'être fait. 

Il reste à établir le théorème énoncé dans le cas de deux 
nombres a et & , dont Tun au moins ne peut être introduit 
dans la progression par quotient. 

Pour cela , insérons p — i moyens entre les divers termes 
de chaque progression. Soient a' et a" les deux termes con- 
sécutifs de la nouvelle progression par quotient entre les- 
quels a est compris ; soient 6' et b^^ ceux entre lesquels b est 
compris. Le produit ab sera compris entre a'i' et a"b"\^ et 
Ton aura 

I logflô>logfl'^', I log«^»<log^"^", 

5 log/iH-logA;>>logfl'-{-iog^', ( log/7-Hlf>g^ <;[]ogrt"-hlog A" 
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D'ailleurs 

log a' b' = log a' -h log b' et log a" b" = log a" -f- log *"; 

donc 

loga^ et loga-f-log^ 

sont compris Tun et l'autre entre 

log a' -h log b' et log a" -f-iog b" , 

Ces deux sommes diffèrent de — ? car chacune des diffé- 

P 

rences log a" — log a', log b" — log i' est égale à - -, on peut 

donc supposer p assez grand pour que la différence des 
deux sommes en question soit moindre que tout nombre 
donné. On voit par là qu'il ne peut exister aucune diffé- 
rence assignable entre les nombres \ogab et log a -f- logi. 
Par conséquent, on a 

log ab = loga -h log b. 

Corollaire. — Le logarithme du produit d'un nombre 
quelconque de facteurs plus grands que i est égal à la 

somme des logarithmes des facteurs. 
Soit , en effet , le produit 

abc fie. 

On a , en vertu du théorème précédent , 

log abcde = log a H- log bcde , 

= log a -H log b H- log cde , 

= log a -f- log b -+- log c -f- log de , 

= \o^a -h log b H- log c -h log d -J- log e. 

353. Théorème II. — Le logarithme du quotient de 
deux nombres plus grands que i est égal au logarithme 
du div^idende moins le logarithme du diviseur^ quand ce 
quotient est lui-même plus grand que i . 

Soient les deux nombres n et h plus grands que i, Sun- 
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posons aussi a^b ^ c'esl-à-dire r ^ i • On * identique- 
ment 



d'où 



«t , par suite, 






logfl = logT4-logt, 



log-=Dlogfl — log^. 



354. Théorème IU. — Le logarithme d'une puissance 
tVun nombre plus grand que i est égal au logarithme de 
ce nombre, multiplié par l'exposant de la puissance. 

Considérons, par exemple, la quatrième puissance d'un 
nombre a plus grand que i . On a 

d où (n« 352) 

logfl* = loga H- log<i-hlogfl H- loga, 

ou 

log a< = 4 log a . 

Ce raisonnement montre qu'on a généralement 

log «"* = /« log a , 
quel que soit m, 

355. Théorème IV. — Le logarithme d'une racine 
d^un nombre plus grand que i est égql au logarithme de 
ce nombre y divisé par Vindice de la racine. 

Considérons la racine m*^'"' d'un nombre a plus grand 
que I . On a identiquement 

d'où (n» 3S4) 

m \o^'\ja =r logfl, 
et , par suite , 



l«gv/rT= ^ 
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Des différents systèmes de logarithmes, 

356. On peut choisir à volonté le nombre q qui aura 
pour logarithme un nombre donné d-^ ou , ce qui revient 
au même, le nombre d qui sera le logarithme d'un nombre 
donné q. Les logarithmes de tous les autres nombres se- 
ront alors déterminés , car les deux progressions 

I» q^ q\ q\"* 

O, ^, 2^, 3^, . . , 

détermineront le système de logarithmes. 

On définit habituellement un système de logarithmes en 
indiquant quel est le nombre qui a i pour logarithme. Ce 
nombre est dit la base du système de logarithmes. 

357. Théorème. — Ze rapport des logarithmes de deux 
nombres & et h est constant, quelle que soit la base du 
système. 

Soient a etb deux nombres plus grands que 1 5 désignons 
par log a et log b les logarithmes de ces nombres dans le 
système dont la base est B -, par log' a et log' b les loga- 
rithmes de ces mêmes nombres dans le système dont la base 
est B'^ je dis que l'on a 

logâ iog'â 
log b log' b 

En effet , supposons d'abord que le rapport r-^ soit un 

nombre commensurable — : nous aurons 

n 

log a m 
log b n 

d'où 

n log a = m log b , 

c'est-à-dire (n^^ 354) 

log «" = log b^ \ 
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par conséquent , 



a" ^zb"' 



Prenant maintenant les logarithmes des deux nombres a'* 
et b"* dans le système dont la base est B', on aura 

log'a'» = îog' b'^ ou n log'ûr = m log' b , 

d'où 

log' a m 

log' b n 

r 1 ^os a log' a , , ,, • 

Les deux rapports r-^ et , , , sont donc esraux, 1 un et 
^^ log b log' b ^ ' 

l'autre, à la fraction — • 

Supposons maintenant que le rapport soit un 

nombre incommensurable^ évaluons ce nombre à moins 

de - ) et soient -- et — les valeurs approchées obtenues. 
n n n * *^ 

Nous aurons 

\oa a m loc a ^ w -f- i 

r^>- *^^ r^< ' 

log b n log o « 

OU 

n log a'^'^ m log A et /i log « <C ( "' 4- log ft , 

c'est-à-dire 

log fl" > log b"* et log a" <[ log ^'""*"* ; 

par conséquent , 

«" > ^'" et a" <; ^"^' . 

Prenant maintenant les logarithmes dans le système 
dont la base est B', il vient 

log' a" > log' b"* et log' a" <; log' b'"-*-^ , 
ou 

n log' a^ m log' b et n log' /ï <[ ( /« -H i ) log' ^ ; 



par sui te , 



log'a m log'<* ^ //!-+- I 
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Les deux rapports -^y et ^ • sont donc compris 1 un 

et l'autre entre les deux fractions — et , dont la diflë- 

n n 

rence - peut être plus petite que tout nombre donné. Par 

conséquent, il ne saurait exister aucune différence assi- 
gnable entre les deux rapports dont 11 s'agit. 

Corollaire. — Les logarithmes des nombres, dans le 
système dont la base est B\ s* obtiennent en multipliant par 
un nombre constant les logarithmes pris dans le système 
dont la base est B. 

On a, en effet, en conservant les notations précédentes, 

log a log'fl 

i^~kig^' 
d'où 

log'fl log'^ 
iog a log b 

Le rapport r-^— est donc indépendant du nombre a. En 

le désignant par K , on a 

log'fl = K log a , log'6 = K log ^ ; 

<roù il suit que les logarithmes du système B' s'obtiennent 
en multipliant par K les logarithmes du système B. 

Remarque. — Pour déterminer le nombre K , il suffit de 
connaître le logarithme de la base B dans 1^ système B', 
ou le logarithme de la base B' dans le système B. On a, en 
effet 5 

d'ailleurs , log B = i et log' IV = i ^ donc 

^ log B' 



r 
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D(^s logarithmes de Briggs. 

358. On nomme logarithmes de Brîgigs ou logarithmes 
vulgaires y ceux du système dont la base est lo. 

Ainsi, les logarithmes vulgaires sont définis par les deux 
progressions 

I , 10, I oo , I ooo , • . • , 

Ce sont les seuls dont on fasse usage dans les applications 
numériques, et que nous considérerons désormais. 

Lorsque la partie entière d'un nombre a A" chiffres, ce 
nombre est compris entre io*~* et lo' •, son logarithme vul- 
gaire est compris entre k — i et A: *, par suite , la partie en- 
tière de ce logarithme est /r — i . Cette partie entière dn 
logarithme vulgaire d'un nombre est dite la caractéristique 
de ce logarithme. 

La caractéristique du logarithme d'un nombre N est donc 
o', 1 , 2, 3, ..., suivant que la partie entière de N renferme 
1 , 2 , 3 , 4 V ' <'hiffres. 

359. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise un nombre N 
par une puissance de lo, lo" par exemple, la caractéris- 
tique du logarithme de N augmente ou diminue de n unités ; 
mais la partie fractionnaire de ce logarithme ne change pas. 
On a , en effet , 

log N X 10"= log N -h log 1 0"= log N -h ^ , 

et, si N est ^ lo", 

N 
log — '^ = log ]N — log I o" = log N '— /f . 

Des Tables de logarithmes, 

360. Pour faire usage de la théorie des logarithmes, il 
fautquVm puisse déterminer, avec une approximation cou- 
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veuable, le logarithme d'un nombre donné, et réciproque- 
ment le nombre qui a pour logarithme un nombre donné. 
On arrive à ce but à l'aide de Tables de logarithmes. 

Les procédés par lesquels on parvient à construire des 
Tables de logarithmes ne sont pas du ressort de l'Arithmé- 
tique; aussi pensons-nous devoir nous abstenir de tout dé- 
veloppement à ce sujet. 

Les Tables de logarithmes les plus répandues sont celles 
deCallet. Elles font connaître les logarithmes des nombres 
entiers , depuis i jusqu'à 108000, avec 7 décimales , quel- 
ques-uns -avec 8 décimales. Nous allons en indiquer la 
disposition et l'usage w 

Disposition des Tables de Cal/et (*). 

361 . La première de ces Tables est toute simple 5 elle 
contient les nombres naturels depuis i jusqu'à 1200, dis- 
posés suivant leur ordre eu plusieurs colonnes, au haut 
desquelles on voit la lettre N, initiale du mot nombre. A 
côté et à droite de ces colonnes, on en remarque d'autres, 
au haut desquelles est écrit log, initiale du mot loga- 
rithmes 5 de manière que chaque colonne de nombres est 
immédiatement suivie d'une colonne de logarithmes , et 
que chaque logarithme est placé à droite et dans l'aligne- 
ment du nombre auquel il appartient. On n'a pas mis de 
caractéristique aux logarithmes, parce qu'on la connaît à 
la seule inspection du nombre. 

Les logarithmes que renferme cette Table nommée chi- 
liade I (premier mille), sont calculés avec huit décimales. 

Les Tables suivantes sont un peu plus composées \ elles 
s'étendent depuis 1020 jusqu'à 108000. La troisième co- 
lonne, qu'on y remarque vers la gauche, est intitulée N, 

(*) Pour bien comprendre cette explication, il est indispensable d'avoir 
les Tables de Callet sous les yeux. 
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et contient les nombres naturels depuis 1020 jusqu'à 10800. 
La colonne suivante, marquée o, offre les logarithmes qui 
appartiennent à ces nombres.; en sorte que Tassemblage de 
ces deux colonnes forme la suite de la Table première , et 
donne sur-le-champ les logarithmes des nombres depuis 
1020 jusqu'«î 10800. 

Si Ton observe la colonne marquée o , on verra vers la 
gauche de cette colonne certains nombres isolés de trois 
chiffres chacun, qui vont toujours en augmentant d'une 
unité, et qui ne sont pas à des distances tout à fait égales 
les uns des autres. Vers la droite de la même colonne, sont 
des nombres de quatre chiffres chacun , qui ne laissent point 
d'intervalle entre eux; en sorte qu'on pourrait croire que 
certains logarithmes n'ont que quatre chiffres, tandis que 
d'autres en ont sept. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas : chaque nombre isolé est 
censé écrit au-dessous de lui-même, et vis-à-vis des nom- 
bres de quatre chiffres qui sont dans la même colonne, 
autant de fois qu'il est nécessaire pour que chaque ligue 
soit remplie : lors donc qu'on ne trouve vis-à-vis un cer- 
tain nombre que quatre chiffres dans la colonne marquée o, 
il faut écrire, vers la gauche de ces quatre chiffres, le nonibre 
isolé de trois chiffres le plus prochain en montant. Au delà 
de loooo, les nombres isolés ont quatre figures. 

Lorsque deux nombres sont décuples l'un de l'autre, la 
partie décimale de leur logarithme est la même; ainsi, l'as- 
semblage des deux premières colonnes dont nous venons 
de parler donne aussi de dix en dix les logarithmes des 
nombres compris entre 10200 et 108000. Pour trouver les 
logarithmes des nombres intermédiaires , il faut avoir re- 
cours aux colonnes marquées i , 2,3,4? ^^c. Ces colonnes 
contiennent les quatre dernières décimales des logarithmes 
des nombres terminés par les chiffres qui sont en tête de ces 
colonnes. Ainsi, la colonne marquée o contient les quatre 
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deroièies dëciiuales des logarithmes des nombres compris 
entre 10200 et 108000 qui sont terminés par un zéro; et 
en outre les nombres isolés dpnt nous avons parlé, et qui 
sont aussi censés placés à la gauche des chiures que con- 
tiennent les autres colonnes. La colonne marquée i con- 
tient les quatre derniers chiflies des logarithmes de tous les 
nombres terminés par i ; la colonne marquée 2 , ceux de 
tous les nombreâ terminés par 2 ; la colonne marquée 3 , 
ceux de tous les nombres terminés par 3; et ainsi de suite 
jusqu^à 9^ On a , par ce moyen , une Table à double entrée , 
dans laquelle on consulte d'abord la première colonne mar- 
quée N ; et lorsqu'on y a trouvé les quatre premières figures 
du nombre dont on veut avoir le logarithme, on suit de 
l'œil la ligne sur laquelle ils sont,, jusqu'à ce qu'on soit 
arrivé à la colonne au haut de laquelle se trouve le dernier 
chiilre du nombre donné ; alors on a sous les yeux les.quatre 
derniers chiffres du logarithme cherché. Quant aux trois 
premiers, ils sont exprimés par le nombre isolé qui se 
trouve dans la colonne maïquée o, le plus prochain en 
montant. 

La dernière colonne contient les différences obtenues en 
retranchant chaque logarithme du suivimt, et les parties 

de ces différences, c'est-à-dire leurs produits par — 9 — 9 



10 10 



o 

— ? etc., jusqu'à — • Ces produits forment autant de petites 

Tables qu'il y a de différences. Chacune de ces petites Tables 
se trouve placée immédiatement au-dessous de la différence 
dont elle indique les parties. 

. Mais, comme vers le commencement des Tables ces diffé- 
rences se trouvent trop nombreuses, et par conséquent .trop 
près les unes des autres , elles n'auraient pas permis , si 
elles n'eussent occupé qu'une colonne, de placer les petites 
Tables des parties dans l'intervalle qui se serai t.trouvé entre 
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elles. C'est pourquoi on les a disposées d'abord sui* deux 
colonnes : la première de ces différences occupe la première 
colonne^ les deux suivantes, sans sortir de la ligne hori- 
zontale où elles doivent être placées, sont repoussées à 
droite et occupent la seconde colonne; les deux différences 
qui suivent se trouvent sur la première colonne, les deux 
suivantes sur la seconde , ainsi de suite. 

Dans les quatre premières pages , on n'a placé les Tables 
des parties ie ces différences que de deux en deux; ainsi, 
lorsqu'il sera question de prendre quelque partie de Tune 
des différences qui n'est pas accompagnée de la Table de 
ses parties, il faudra prendre cette partie dans la Table 
précédente et dans la suivante, on ajoutera i à celle que 
donne la précédente, si celle que donne la suivante la sur- 
passe de 2. 

Les«différences dont il vient d'être question, ainsi que 
leurs parties., expriment , bien entendu , des unités de même 
ordre que la dernière figure des logarithmes correspondants. 

Les deux premières colonnes de chaque page servent à 
la solution d'une question qui n'a aucun rapport avec la 
théorie des logarithmes*, aussi nous dispensons-nous d'en 
parler. 

Usage des Tables. 

362. Nous allons développer la solution des deux pro- 
blèmes que les Tables fournissent le moyen de résoudre. 

Problème I. — Un nombre quelconque étant donne, 
trousser son logarithme par le moyen des Tables. 

Premier cas, — Si le nombre donné est un entier moindrr 
que 1200, on le trouvera dans la première chiliade, parmi 
les nombres naturels qui sont dans quelques-unes des co- 
lonnes marquées N. Le nombre qu'on trouve à sa droite ^ 
sur la même ligne et dans la colonne suivante, intitulée 
Log, sera son logarithme, après qu'on y aura joint la 
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caractéristique qui convient à ce logarithme , laquelle est 
o , 1 , 2 ) 3 , selon que le premier chiffre significatif à gauche 
du nombre exprime des unités du premier, du deuxième , 
du troisième ou du quatrième ordre. 

Exemple, — On demande le logarithme de 217. On 
trouve ce nombre parmi ceux de la première chiliade dans 
la colonne marquée N. Sur la même ligne et dans la colonne 
suivante, intitulée Log, est le nombre 33645973 \ c'est la 
partie décimale du logarithme demandé, et, comme la carac- 
téristique de ce logarithme est 2, on a 

log 217 = 2,33645978. 

Deuxième cas. — Si le nombre donné est un entier com- 
pris entre 1020 et 10800, on -le cherchera dans la Table 
qui vient après la chiliade I, et l'ayant trouvé dans la co- 
lonne intitulée N , on consultera la colonne suivant^ mar- 
quée o. Si l'on y voit sept chiffres de front dans l'alignement 
du nombre naturel , on aura tout d'un coup la partie déci- 
male du logarithme cherché^ mais si l'on n'y trouve que 
quatre figures, elles donneront les quatre derniers chiffres 
de la même partie décimale^ ensuite on remarquera qu'il 
règne à leur gauche une marge ou espace blanc ^ on suivra 
cette marge en montant, et le premier nombre de trois 
chiffres qu'on y rencontrera , exprimera les trois premières 
figures de la partie décimale du logarithme cherché. Ecri- 
vant donc ce nombre vers la gauche des quatre chiffres qu'on 
a déjà trouvés, on aura un nombre de sept chiffres comme 
ci-dessus : enfin on y joindra une caractéristique conve- 
nable. 

Exemple, — On demande le logarithme de 6739. A côté 
de 6739 , dans la colonne marquée o , on ne trouve <jue 
5955 5 mais , en suivant la marge , le premier nombre qu'on 
rencontre en montant est 828. La paitie décimale du loga- 
rithme est donc 8285955-, et, comme la caractéristique 
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«st 3, on a • 

log 67 39 = 3 , 8285955 . 

Troisième cas, — Si le nombre donné est un entier com- 
pris entre 10200 et 108000, on fera pour un instant abs- 
traction de son dernier cHiffre, et Ton cbercbera, comme 
ci-dessus, le nombre qu'expriment les autres chiffres. On 
suivra de l'œil la ligne sur laquelle on Taura trouvé ^ en la 
parcourant de gauche à droite , jusqu'à ce qu'on soit dans 
la colonne au haut de laquelle est écrit le dernier chiffre 
dont on a fait abstraction. Les quatre figures qui sont tout 
à la fois dans l'alignement des premiers chiffres du nombre 
donné, et dans la colonne qui répond au dernier, exprime- 
ront les quatre dernières décimales du logarithme de ce 
nombre. Quant aux trois premières, on les trouvera, comme 
ci-dessus , en remontant le long de la marge de la colonne 
intitulée o. 

Exemple. — On demande le logarithme de 51087. On 
cherche 5 108 dans la colonne marquée N5 on ne voit rien 
dans son alignement à la marge de la colonne o , mais un 
peu plus haut on rencontre 708 dans cette marge \ on par- 
court la ligne du nombre 5 108, et 1 on s'arrête à la colonne 
marquée 7, sur laquelle, et dans Talignement de 5 108, on 
trouve 3 104. La partie décimale du logarithme demandé 
est donc 7083104 , et, comme la caractéristique de ce loga- 
rithme est 4) on a 

log.51087 = 4 > 7083 104. 

Quatrième cas. — Si le nombre donné est un entier supé- 
rieur à io8oooi|on séparera par une virgule sa dernière figure, 
ou ses deux dernières , ou, etc., de manière que la partie à 
gauche de la virgule forme un nombre inférieur à 1080005 
le logarithme du nombre décimal ainsi obtenu aura la même 
partie décimale que le logarithme du nombre donné. On 
sera donc ramené à chercher le logarithme d'un nombre 

22 
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^décimal dont la partie entière est moindre que 108000. 
Pour cela on fera, pour un instant^ abstraction de la partie 
décimale que nous désignerons par /-/, et Ton cherchera, 
comme ci-dessus, le logarithme de la partie entière E, ou 
plutôt la partie décimale de ce logarithme. On prendra la 
diirërence tabulaire A qui existe entre ce logarithme et le 
suivant j enfin ou ajoutera à ce même logarithme autant 
d'unités du dernier ordre qu'il y a d'unités dans l'entier le 
plus rapproché du produit rfA. Le résultat ainsi obtenu 
sera le logarithme du nombre donné lorsqu'on y aura joint 
la caractéristique convenable. 

La solution de ce quatrième cas repose sur le principe 
suivant : 

« 

Si l'on donne successwcment. h un nombre N deux petits 
accroissements, le rapport de ces accroissements est égal 
au rapport des acc/^issements correspondants du loga- 
rithme de N. 

Ce principe n^est pas rigoureusement exact, mais on 
démontre, à l'aide de considérations qui ne peuvent trouvei- 
placé ici , que l'erreur qui résulte de son application ne 
peut, en général, avoir d'influence sur la septième déci- 
male du logarithme qu'on calcule, pourvu que, comme 
nou« te supposons, les petits accroissements du nombre 
n'excèdent pas une unité, et que ce nombre soit au moins 
égal à 10000. 

11 est alors facile de justifier la règle que nous venons de 
donner. En effet, désignons par x l'accroissement que prend 
le logarithme de E lorsque E augmente de d ; puisque ce 
même logarithme augmente de A unités duflernier ordre, 
quand E augmente de i , on aura , en vertu du principe que 

d X 
nous admettons, - = -j d'où x =: d£^, 

^ I A 

On peut se dispenser de former directement le produit 
rfA; on trouve, en effet, les produits de A par chacun 
des chiffres de rfdans la petite Table des parties qui est placée 
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immédiatement au-dessous de cette différence dans la der- 
nière colonne k droite. 

Exemple I. — On demande le logarithme de 5 10878g. 
Il faut séparer deux chiffres à droite, pour que la partie à 
gauche soit moindre que 108000. On cherche donc le loga- 
rithme de 51087 ^^ ^*^^ trouve, comme ci-dessus, que la 
partie décimale de ce logarithme est 7083104. La différence 
tabulaire étant 85, il faut ajouter au logarithme trouvé l'en- 
tier le plus près du produit 0,89 X 85 = 76,65 ; c'est-à- 
dire 76, 

7083 104 

76 

7083 180 

La partie décimale du logarithme demandé est donc 
7083180; et, comme la caractérîstique de ce logarithme 

est 6, on a 

log 5 1 0878g == 6 ,7083 1 80 . 

Si l'on veut faire usage de la petite Table des parties, on 
cherchera dans celle Table le nombre qui est à droite et sur 
Talignemeut du chiffre 8. On trouve 68, c'est l'entier le 
plus rapproché du produit 85 X 0,8. On cherche de même, 
dans la Table des parties , le nombre qui est à droite, et sur 
l'alignement du chiffre 9, on trouve 77 ; c'est l'entier le plus 
rapproché du produit 85 X 0,9 ; par suite, 7,7 esi le nom- 
bre de dixièmes le plus rapproché du produit 85 X 0,09. 

La partie décimale du logarithme demandé est donc 
7083 104 -h 68 -h 7,7. On dispose le calcul commd il suit : 

51087 89 

log 51087 7083104 

pour 0,8 68 

pour o , 09 7^ 

log 61087 89 6,7083180 

Comme le logarithme cherché ne doit avoir que sept dé- 

22. 
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cimales, on fait abstraction du chiffre 7 qui représente des 
unités du huitième ordre*, maïs parce que ce chiffre sur- 
passe 5, on augmente de 1 la somme des unités du septième 
ordre. 

Exemple IL — On demande le logarithme de 5 10878932. 
En opérant comme il vient d'être indiqué , le calcul est dis- 
posé comme il suit : 



5)087 8982 




log 51087 


7083 I ©4 


pour , 8 


68 


pour , 09 


7»7 


pour o,oo3 


0,26 


pour , 0002 


,07 



log 51087 8932 8,7083180 

On voit que la valeur des deux derniers chiffres du 
nombre donné n'a aucune influence sur les sept premières 
décimales de son logarithme. En général, lorsqu'il faudra 
séparer plus de trois chiffres sur la gaviche du nombre donné 
pour que la partie à gauche ne surpasse pas 108000, on 
pourra compter comme zéro le quatrième chiffre et les 
suivants. 

Cinquième cas, — Si le nombre donné est un nombre dé- 
cimal, on fera abstraction de la virgule et Ton cherchera 
la partie décimale du logarithme de l'entier obtenu. Joignant 
ensuite à cette partie décimale la caractéristique convenable, 
on aura le logarithme demandé. 

Sixième cas, — Si le nombre donné est une fraction or- 
dinaire, on cherchera le logarithme du numérateur et celui 
du dénominateur, puis on retranchera le second logarithme 
du premier (n^ 353). 

Remarque, — Il est bien entendu que dans les deux der- 
niers cas le nombre donné est supposé plus grand que i , 
puisque les nombres inférieurs à i n'ont point de loga- 
rithmes. 

363. Problème II. — Un logarithme 'étant donnée 
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trouver, par le moyen des Tables j le nombre auquel il 
appartient. 

Nous supposerons que le logarithme douué n'a que sept 
décimales. S'il en avait davantage, on devrait supprimer 
toutes celles qui suivent la septième. En outre , comme la 
caractéristique du logarithme donné ne doit servir qu'à 
indiquer l'ordre des plus hautes unités du nombre demandé, 
on en fera toujours abstraction d'abord. 

Premier cas, — On cherchera les trois premières figures 
du logarithme donné dans la seconde Table (celle qui suit 
la chiliade I, et qui sert exclusivement dans tout ce qui 
suit), parmi les nombres isolés que Ton voit dans la 
colonne marquée o *, et , les ayant trouvées , on cherchera 
les quatre dernières figures du logarithme parmi les nombres 
de quatre chiiTres qui sont dans cette même colonne en 
descendant. Si Ton y trouve ces quatre dernières figures, 
on verra le nombre cherché dans la colonne marquée N et 
sur leur alignement. 

Exemple, — On demande le nombre qui a pour loga- 
rithme 0,4623980. On cherche 462 parmi les nombres 
isolés de la colonne marquée o ; descendant ensuite dans 
cette colonne, on trouve 3980 sur l'alignement duquel se 
trouve 2900 dans la colonne marquée N. C'est le nombre 
demandé, abstraction faite de Tordre de ses plus hautes 
unités. Considérant maintenant que la caractéristique du 
logarithme donné est o , on voit que le nombre demandé est 
2,900 ou 2,9. 

Deuxième cas. — Si l'on ne trouve pas dans la colonne 
marquée o les quatre dernières figures du logarithme donné, 
on s'arrêtera à celle qui en approche le plus, en moins ^ on 
suivra la ligne sur laquelle on se sera arrêté , en la par- 
courant de gauche à droite, et si Ton trouve dans cette ligne 
les quatre dernières figures du logarithme donné , on suivra 
en montant ou en descendant la colonne dans laquelle on 
les aura trouvées ; le chiffre qu'on verra à la tête ou au pied 
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de cette colonne sera la cinquième figure du nombre cher- 
ché, dont les quatre premières se trouveront, comme ci- 
dessus , dans la colonne marquée N. 

Exemple, — On demande le nombre qui a pour loga- 
rithme 4^5178159. On cherche 617 parmi les nombres iso- 
lés de la colonne marquée o; on parcourt en descendant la 
même colonne, et l'on trouve que 7286 approche le plus, 
en moins y de SiSg *, on suit la ligne qui commence par 7236 
et Ton trouve 81 69 sur celte ligne 5 on monte dans la colonne 
qui contient 81 59, et Ton trouve le chiffre 7 à la tête de cette 
colonne; on revient à 8169 et Ton voit que la ligne où il se 
trouve répond au nombre 8294 \ on écrit ce nombre, et à sa 
droite le chiffre 7 qu'on a déjà trouvé, ce qui donne 32947. 
C'est le nombre qu'il fallait trouver, car la caractéristique 
du logarithme donné est 4» 

Troisième cas, — Le logarithme donné ne se trouvant 
dans aucun des deux cas précédents , si l'on veut avoir le 
nombre auquel il appartient, on cherchera, comme ci- 
dessus, le logarithme qui en approche le plus, en moins y et 
l'on prendra le nombre entier auquel il correspond. Ensuite 
on retranchera ce même logarithme du logarithme donné , 
ce qui fournira un reste D, et l'on prendra la différence tabu- 
laire A la plus voisine. Cela posé , quand le nombre entier 
déjà trouvé augmente de i, son logarithme augmente de A; 
si donc on désigne par x l'accroissement que prend ce même 
nombre lorsque son logarithme augmente de D, on aura , en 
vertu du principe que nous avons admis, 

X jy D 

- = — ou .r = — • 
I A A 

La fraction — est donc ce qu'il faut ajouter à l'entier déjà 

trouvé pour avoir le nombre demandé. On réduira cette 
fraction en décimales ; mais on ne peut guère compter que 
sur l'exactitude des deux premiers chiffres. On écrira ces 
deux chiffres à la droite de l'enlier déjà trouvé, et Ton 
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aura le nombre demandé , abstraction faite de Tordre des 
plus hautes unités , ordre qu^on détermine à Tinspection 
de la caractéristique. 

Les petites Tables des parties facilitent la réduction de 
la fraction — en décimales, ainsi que nous l'expliquerons 

dans l'exemple suivant. 

Exemple, — On demande le nombre dont le logarithme 
est 0,4971 499* Le logarithme qui approche le plus, en 
moins, du logarithme donné est 4971371, abstraction faite 
de la caractéristique. Le nombre qui correspond à ce loga- 
rithme est 3i4i5. Le reste D, obtenu en retranchant ce 
même logarithme du logarithme donné , est 1 28 , efc la diffé- 
rence tabulaire A est 1 38. En réduisant -— ou —50 en déci- 

maies, on trouve 0,93; par suite, 3 141^93 est le nombre 
demandé, abstraction faite de l'ordre de ses plus hautes 
unités. Considérant maintenant que la caractéristique du 
logarithme donné est o , on voit que le nombre demandé 
est 3,141593. 

Voici maintenant comment les petites Tables des parties 
des différences peuvent faciliter la réduction de la fraction 

-55 en décimales. En consultant la Table des parties, on 
ï jo 

voit que la partie qui approche le plus de 128 est 124, qui 

répond au chiffre 9. On a donc 

128 128 — 124 4o 

738 = "'9 + .28 = «'9 + 738 X o, , . 

On ne trouve pas 40 dans les parties de i38 , mais 4i qui 
ne diffère de 4o que d'une unité, et qui répond au chiffre 3. 

On peut donc prendre o,3 au lieu de -^ et , par suite, on 

, . , 1 28 ^ „ • 

a, a moins de 0,01, —^ = 0,9 -4- o,o x 0,1 = 0,93. 
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On dispose habituellement le calcul comme il suit : 

0497^499 
pour 0,4971371 3i4i5 

i" reste 128 09 

2* reste ^o 00 3 

nombre cherché 3 , 1 4 1 593 

D'après les détails qui précèdent , on voit que si le loga- 
rithme d'un nombre est donné avec sept décimales , on peut 
obtenir ce nombre avec sept figures, à l'aide des Tables de 
Callet. L'erreur commise sur un nombre , qu'on calcule 
d'après son logarithme, est donc moindre que la millio- 
nième partie de ce nombre 5 car elle est moindre qu'une 
unité de l'ordre delà dernière figure déterminée. 

applications de la théorie des logarithmes, 

364. Les quatre théorèmes démontrés aux n? 352 et sui- 
vants ramènent la multiplication de plusieurs nombres, à 
l'addition des logarithmes de ces nombres ; la division de 
deux nombres, à la soustraction des logarithmes de ces nom- 
bres ^ l'élévation d'un nombre à la puissance m, à la multi- 
plication du logarithme de ce nombre, par m 5 et, enfin, 
l'extraction de la racine /w'*'"* d'un nombre, à là division du 
logarithme de ce nombre par m. Effectivement, le loga- 
rithme du nombre inconnu ayant été déterminé , il sera aisé 
d'obtenir ce nombre lui-même. 

En général , lorsqu'un nombre doit être obtenu en com- 
binant des nombres donnés par voie de multiplication, de 
division, d'élévations à des puissances et d'extractions de 
racines , on calcule son logarithme , qu'on obtient à l'aide 
d'additions , de soustractions , de multiplications et de divi^ 
sions \ puis , on revient ensuite du logarithme au nombre 
lui-même. 

Pour qu'on puisse calculer ainsi un nombre par loga- 
rithmes, il est nécessaire : i" que les nombres sur lesquels 
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on opère soient plus grands que i *, 2^ que le résultat de 
l'opération soit lui-même plus grand que i . 

On peut toujours faire en sorte que la première condi- 
tion soit remplie. Supposons , en effet , que l'un des nom- 
bres a qu'il s'agit de combiner par voie de multiplication, 
de division, etc., soit plus petit que i ; on remarquera que 
la multiplication et la division par a équivalent à la divi- 
sion et à la multiplication par -, nombre plus grand que i , 

et qui, par suite,. a un logarithme. 
On peut remarquer aussi qu'un nombre plus petit que i 

peut être mis sous la forme j , où a et 6 désignent des nom- 
bres plus grands que i ; par suite , la multiplication par y 
se ramène à la multiplication par a et à la division par £ -, pa- 
reillement, la division par 7 se ramène à la multiplication 

par 6 et à la division par a. 

Pour satisfaire à la seconde condition, si le nombre à 
calculer est plus petit que i , on le multiplie par une puis- 
sance de 10 dont l'exposant n est indéterminé et supposé 
assez grand pour que le produit soit plus grand que i . On 
prend ensuite le logarithme du produit, on revient du lo- 
garithme au nombre, et l'on divise le résultat par 10". 

365. Exemple I. — On demande de calculer par loga- 
riihn^es le produit de 3,i4i SçS par 0,98696. 
Soît N le produit-, le multiplicateur seul est plus petit 

que I , et peut être écrit sous la forme ^ . On a donc 

^_ 3,141592 X9>Q^96 . 

10 ' 

et, comme N est évidemment plus grand que i , on a, à cause 
de log 10 = I , 

log ]N = log 3 , 1 4 1 593 -f- log 9, 8696 — I 



346 TRAITÉ d'aHITHMÉTIQUE. 

Voici la disposition du calcul : 

log 3, 141593... 0,4971499 
1089,8696 ... 0,9942996 

logN 0,4914495 

N 3, 100628 

366. Exemple II. — On demande de calculer le qUo- 
lienl de 0,3183098 par 0,98696. 

Soit N le quotient. Le dividende et le diviseur sont plus 

petits que i 5 en les multipliant par 10 Tun et Tautre, il 

vient 

3,183098 



N 



TT-^ 



9,8696 

et comme N est <^ i, nous écrirons 

^s^^o«- ^o"X 3,183098 . 

d'où 

log NX io"=«-+- log 3, 183098— 1089,8696. 

Voici la disposition du calcul : 

n ■+• log 3, 183098 « 4- 0,5028499 

1089,8696 0^994299^ 

logN X 10" ... n — I + o,5o855o3 

NX 10" ... o,3225i52X 10" 

N ... o, 3225 I 52 

367. Exemple III. — On demande de calculer la racine 



i^' 



5*''"* de ( j 

Soit N cette racine 5'*^'"^ On a 



»=\/(iy=\^=l: 



par suite, 

I o" 1/2.' 
N Xio''= — -^ 

^3' 
et 

log N X 10" = « 4- log v/ï' — log V^^' ; 
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dailleurs 



pareillement 



log v^2' = ^ log 2' = ^ log 2 ; 



log^ = llog3; 



doDC 

log N X lo" = /ï -h ^ log 2 — ^ log 3. 
Voicî la disposition du calcul : 

« -h ~ log 2 . . n -\- 0,4^144^0 

n 

;^ log 3 . . . 0,6679698 

log NX 10" n — i-f- 0,7534722 

NX 10" 0,566855X10" 

N 0,566855 

Remarque sur la théorie des logarithmes. 

368. D'après la théorie que nous avons exposée, les 
nombres plus grands que i ont seuls des logarithmes. En 
effet, nous avons toujours supposé croissantes les deux 
progressions qui définissent un système quelconque de 
logarithmes. Mais il est évident que si la progression par 
quotient était décroissante, on pourrait encore considérer ^ 
les deux progressions comme constituant un système de 
logarithmes. Seulement, dans un pareil système, la base 
serait plus petite que 1 5 les nombres plus petits que 1 
auraient chacun un logarithme, mais les nombres plus 
grands que i n^en auraient pas. 

L'Algèbre , à l'aide d'un artifice qui lui est propre , at- 
tribue des logarithmes à tous les nombres , quelle que soit 
la base du système adopté. Cette extension apporte quelques 
simplifications dans l'exécution des calculs logarithmiques; 
mais les considérations sur lesquelles elle repose ne sont 
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pas du domaine de rArithmélique , aussi n'en faisons-nous 
aucune mention. 

Questions proposées. 

I • Calculer le lôgaritlinie d'un nombre N dans le système 
dont la base est B. On prendra pour exemple 

N = lo, B = 2,7182818. 

2. Trouver la base du système dans lequel un nombre 
donné N a pour logarithme un autre nombre donné n. 

On distinguera le cas où n est commensurable, et celui où 
ce nombre est incommensurable. On prendra pour exemple 

1». N = 7, /î=:7; 

2°. N = (/5, n = spj. 

3. Une corde de cuivre ayant o™,363 de longueui' et 
o™,ooi5 de diamètre, lorsqu'elle est tendue par un poids 
de i3^*^,35, exécute en une seconde un nombre de vibra- 
tions transversales égal à 



. . / 9.8088 

o,ooi5y 3,i4i6 



X i3,55 



2Xo,363xo,ooi5V 3,i4i6x8,8 ' 

on demande de calculer ce nombre. 

4» Démontrer que les différences des logarithmes vont 
constamment en diminuant. On observe ce fait à Faide des 
Tables dans l'intervalle de i à 108000. 

5. Les différences tabulaires variant assez lentement et 
restant sensiblement constantes dans toute l'étendue de 
l'une des pages des Tables de Callet, on demande, en se 
fondant sur cette observation, de montrer qu'on est natu- 
rellement conduit au principe que nous avons admis sur 
l'égalité des rapports des petits accroissements des nombres 
et des logarithmes. 

6. Combien faut-il prendre de facteurs dans la suite 
naturelle des nombres entiers i, 2, 3,49'*-9 pour avoir 
un produit supérieur à un nombre donné , à 10*^® par 
exemple ? 
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précédents. — Mesure de temps. — Division de la circonférence. 



Du système métrique. 

369. Les principales grandeurs que considèrent les ma- 
thématiques sont les longueurs, les surfaces, les volumes 
et les poids. Les unités ou mesures employées par les géo- 
mètres et les physiciens sont aussi celles dont on se sert ex- 
clusivement aujourd'hui en France pour les usages vul- 
gaires^ leur ensemble constitue le système métrique ou 
système des nouvelles mesures. 

Les travaux des savants chargés de l'établissement du sys- 
tème métrique furent terminés en 1 799, et le 22 juin de la 
même année les prototypes du mètre et du kilogramme 
(unités de longueur et de poids) furent déposés dans les 
Archives de la République (*). 

(*) Nous ne pourrions, sans sortir des bornes de notre sujet, développer 
les détails Intéressants relatifs à rétablissement du système métrique. Nous 
renverrons les lecteurs , curieux de connaître ces détails , à Texcellent ou- 
vrage de M. Saigey, intitulé : Traité Je Métrologie ancienne et moderne. 
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Mesures de longueur, 

370. L'unîté de longueur a reçu le nom de mètre. C'est 
V umlé fondamentale de laquelle dérivent les unités em- 
ployées pour la mesure de toutes les autres grandeurs. 

Le' mètre est la dix-millionième partie de la distance du 
pôle à Téqualeur terrestre, mesurée sur* la surface de 
rOcéan. 

U étalon, déposé aux Archives, est une règle de platine. 
Il donne la longueur légale du mètre lorsqu'il est à la tem- 
pérature de la glace fondante. 

371 . Les subdivisions du mètre sont : 

le décimètre ,* qui est la dixième partie du mctrey 
le centimètre y qui est la dixième partie du décimètre; 
le millimètre, qui est la dixième partie du centimètre. 

Les dixièmes du millimètre n'ont pas reçu de nom par- 
ticulier. 

Les multiples du mètre sont : 

le décamètre, qui vaut dix mètres; 
Vhectomètre, qui vaut dix décamètres; 
le kilomètre, qui vaut dix hectomètres ; 
le myriamètre, qui vaut dix kilomètres. 

Les multiples du myriamètre n'ont pas reçu de nom par- 
ticulier. 

Les subdivisions du mètre , le mètre et ses multiples for- 
ment un système d'unités de dix en dix fois plus grandes , 
qui est complètement en harmonie avec les usages de la 
numération décimale. Chacune de ces unités est employée 
suivant les cas. L'unité qu'on adopte ne doit être ni trop 
grande ni trop petite, relativement à la longueur qu'on 
veut évaluer. 

Les physiciens, dont les mesures portent le plus souvent 
sur de petites longueurs, prennent habituellement le milli- 
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mètre ou le centinihtre pour unité. Dans l'évaluation des 
distances itinéraires, on adopte pour unité le kilomètre ou 
le myiiamètre , Enfin, dans F arpentage et dans le lever des 
terrains de petite étendue, on choisit, suivant les cas, le 
décamètre ou V hectomètre. 

372. Pour mesurer les longueurs, on se sert de règles. 
Les petites longueurs se mesurent à Taidc d'une règle dont 
la longueur est de i décimètre, plus souvent de 2 déci- 
mètres [double décimètre). Cette règle est divisée en centi- 
mètres et en millimètres. On peut très-aisément évaluer une 

petite longueur à moins de - millimètre. Les physiciens, 

dans les expériences qui exigent une grande précision, par- 
viennent à évaluer des dixièmes et même des centièmes de 
millimètre. 

Dans le lever des plans^ on fait usage de règles en sapin 
ou en métal ^ la longueur de ces règles est de i , 2 , 4 ou 
6 mètres. On se sert aussi de la chaîne d'arpenteur, dont la 
longueur est de 10 ou 20 mètres, c'est-à-dire de i ou 2 dé- 
camètres. 

Mesures de su pet fie le, 

373. On nomme mètre carré un carré dont chaque côté 
a I mètre de longueur. Pareillement, un décimètre carré^ 
un centimètre carré, etc., sont des carrés ayant pour côté 
I décimètre, 1 centimètre, etc. Et de même un décamètre 
carré, un hectomètre carré, etc., sont des carrés ayant pour 
côté I décamètre, i hectomètre. 

Les unités de surface ou de superficie sont : 

le millimètre carre, qui est la centième partie du centimètre 

carré ( * ) ; 
le centimètre carré, qui est la centième partie du dcciuièlre carré*, 

■ I . . _ . __■■■_ L ■ ■ J. _ _!-_ I ■ I 11 III "^ 

(*) \oir l^s Traités de Géoniôtri<v 
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le décimètre carré y qui est la centième partie du mètre cairré ; 

le MÈTRE CARRÉ , unilé principale ; 

le décamètre carré, qui vaut cent mètres carrés ; 

y hectomètre carré y qui vaut cent décamètres carrés; 

le kilomètre carré, qui vaut cent hectomètres carrés; 

le myriamètre carré, qui vaut cent kilomètres carrés. 

374. Le décamètre carré est employé dans l'arpentage. 
On lui donne le nom d'are. Les seules subdivisions de Tare 
usitées sont : 

le déciare, ou la dixième partie de Vare ; 
le centiare, ou la dixième partie du déciarc. 

Le centiare n'est autre chose que le mètre carré. 
Le seul multiple de Vare qui soit usité est 

V/iectarcy qui vaut cent ares. 

L'hectare n'est autre chose qu'un hectomètre carré. 

Remarque. — Les surfaces ne sont jamais mesurées di- 
rectement. La Géométrie ramène effectivement l'évalua- 
tion d'une surface à la mesure d'une ou de plusieurs lon- 
gueurs. 

Mesures de volume ou de capacité. 

375. On nomme mètre cube un cube dont chaque arête 
a I mètre de longueur (*). 

Pareillement, un décimètre cube, uncentimètre cube, etc. , 
sont des cubes ayant pour arête i décimètre, i centimè- 
tre, etc. Et, de même, un décamètre cube, un hectomètre 
cube, etc., sont des cubes ayant pour arête i décamètre, 
I hectomètre, etc. 

Les unités de volume sont : 

le millimètre cube, qui est la millième partie du centimètre cube ; 
le centimètre cube, qui est la millième partie du décimètre cube; 

(*) Voir les Traités de. Géométrie. 
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le décimètre cube, qui est la millième partie du mètre cube; * 

le MiTEB CUBK, u/tîté pHnctpalc ; 

le décamètre cube, qui vaut mille mètres cubes. 

Les multiples du mètre cube sont peu usités. 

376. Le mètre cube prend le nom de stère lorsqu'il est 
destiné à la mesure des bois. On fait aussi usage du double 
stère, du décastèrey qui vaut diic stères, et du ^mi^-€2éca- 
stère, qui vaut cinq stères. 

377. L'unité employée pour la mesure des liquides et 
des grains est le litre, dont la capacité est celle d'un déci- 
miétre cube. 

Les subdivisions du litre sont : 

le décilitre, qui est la dixième partie d*uD litre ; 

le centilitre, qui est la dixième partie d'un décilitre. 

Les multiples du litre sont : 

le décalitre, qui vaut dix litres ; 
Vhectolitre, qui vaut dix décalitres. 

378. Pour la mesure des liquides , on se sert de vases cy-> 
lindriques en étain dont la hauteur est double du diamètre \ 
les capacités de ces vases sont : i litre, 5 décilitres, 2 dé*- 
ciUtr^.Sy I décilitre, 5 centilitres, a centilitres, 1 centilitre 

Pour la mesure des grains*, on se sert de vases cylindri- 
ques en bois dont la hauteur est égale au diamètre \ les capa- 
cités de ces vases sont : i hectolitre, 5 décalitres, 2 décalitres, 
I décalitre, 5 litres, 2 litres, i litre, 5 décilitres, 2 decili-' 
treSy i décilitre. 

Mesures de poids, 

379. L'unité de poids est le gramme : c'est ce que pèse , 
dans le vide , 1 centimètre cube d'eau distillée à la tempéra- 
ture de 4 degrés centigrades. Â cette température, l'eau 
atteint son maximum de densité. 

23 
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Lès subdivisions du gramme sont : 

le décigrammey qui est la dixième partie du gramme ; 
le centigramme, qui est la dixième partie du décigramme; 
le mi m gramme y qui est la dixième partie du centigramme. 

Les dixièmes de milligramme n'ont pas reçu de nom 
particulier. 

Les multiples du gramme sont : 

le décagramme, qui vaut dix grammes ; 

V hectogramme^ qui vaut dix décagrammes ; 

le kilogramme, qui vaut dix hectogrammes; 

et • 

le quintal métrique, qui vaut cent kilogrammes^ 

le tonneau de mer^ qui vaut mille kilogrammes. 

Il est bon d'observer que le kilograinme est le poids de 

1 litre, et le tonneau de mer celui de i mètre cube d'eau dis- 
tillée à la température de 4 degrés centigrades. 

380. Le gramme étant trop petit, c'est le kilogramme 
qui a été déposé aux Archives comme le régulateur des 
poids en France. Ce kilogramme est en platine; sa forme 
est celle d'un cylindre dont la hauteur est égale au dia« 
mètre. 

Les poids adoptés pour peser les marchandises sont en 
fonte de fer ou en cuivre. On les distingue en trois sé- 
ries ; les gros poids, qui dépassent i kilogramme; les poids 
moyens, qui vont du kilogramme au gramme 5 les petits 
poids, qui commencent à partir du gramme. 

Les poids en fonte de fer sont de 5o kilogrammes, de 
20 kilogrammes, de 10 kilogrammes, de 5 kilogrammes, de 

2 kilogrammes, de i kilogramme, de 5 hectogrammes, de 
2 hectogrammes , de i hectogramme et de 5 décagrammes. 

Les poids en cuivre sont de 20 kilogrammes, de 10 kilo- 
grammes, de 5 kilogrammes, de 2 kilogrammes, de 1 ki- 
logrambie, de 2 hectogrammes, de 1 heclogramine , de 
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5 dëcagrammes, de i déc^grammes , de i décagramme , de 
5 grammes , de 2 grammes , de i gramme , de 5 décigram- 
mes, de 2 décigrammes, de i décîgramme, de 5 centi- 
grammes, de 2 centigrammes, de i centigramme, de 5 mil* 
ligranmies, de 2 milligranlmes et de i milligramme. 

Les poids au-dessous du gramme sont surtout employés 
dans les analyses chimiques et dans les expériences de phy- 
sique; ils sont quelquefois en argent ou en platine; leur 
forme est celle d'une plaque carrée et mince dont un des 
angles est relevé, afin qu'on puisse les saisir ayec une 
pince. 

Monnaies, 

381. L'unité monétaire est le franc. Le frfinc est une 
pièce qui pèse 5 grammes; il contient les neuf-dixièmes de 
son poids en argent pur, et l'autre dixième en cuivre. 

Les subdivisions du franc sont : 

le décime, qui est le dixième d'un franc ; 
le centime, qui est le dixième d*tin décime. 

Les multiples du franc n'ont pas reçu de noms particu- 
liers. 

382. Les monnaies d^or sont : la pièce de 40 francs, qui 
pèse i26'',9o322, et qui a 26 millimètres de diamètre; la 
pièce de 20 francs, qui pèse 6^^,45 161 et qui a 21 milli- 
mètres de diamètre; enfin la pièce de 10 francs, qui pèse 
3*',2258o et qui a 19 millimètres de diamètre. 

Les monnaies d'argent sont: la pièce de 5 francs, qui 
pèse 25 grammes et qui a 37 millimètres de diamètre; la 
pièce de 2 francs, qui pèse 10 grammes et qui a 27 milli- 
mètres de diamètre; la pièce de i franc, qui pèse 5 grammes 
et qui a 23 millimètres de diamètre ; la pièce de 5o centimes, 
qui pèse 28'",5 et qui a 18 millimètres de diamètre; la pièee 
de 25 centimes, qui pèse 1^^,25 et qui a i5 millimètres dé 

23. 
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diamètre ^ la pièce de ao centimes, qui pèse i gramme et qui 
a 1 5 millimètres de diamètre. 

Les monnaies de cuivre sont : la pièce de i o centimes, qui 
pèse 20 grammes et qui a 3i millimètres de diamètre*, la 
pièce de 5 centimes, qui pèse 10 grammes et qui a 27 mil- 
limètres de diamètre; la pièce de i centime, qui pèse 
2 grammes. 

La valeur légale des monnaies d'or est quinze fois et demie 
c(Jle des monnaies d'argent, sous le même poids. La valeur 
légale des monnaies de cuivre est le quarantième de celle des 
monnaies d'argent sous le même poids. 

383. Le résultat de la fonte de plusieurs métaux est un 
alliage \ tout fragment d'un métal ou d'im alliage se nomme 
un lingot. Le titre d'un lingot, relativement à l'un des mé- 
taux qui le constituent, est le rapport du poids de ce métal 
au poids total du lingot. Si, par exemple, un lingot con- 
tient les 9 dixièmes de son poids en or pur, l'autre dixième 
étant composé de métaux différents quelconques, le titre du 
lingot en question est 0,9 par rapport à l'or. 

Le titre légal des nouvelles monnaies françaises est 0,9. 
Les monnaies d'or et d'argent contiennent les 9 dixièmes de 
leur poids en or ou en argent ; l'autre dixième est en cuivre. 

Calcul des grandeurs rapportées aux nouvf elles unités, 

384. Les multiples et les subdivisions de chaque espèce 
d'unité principale étant soumis à la loi décimale, on peut 
immédiatement rapporter à l'unité principale une grandeur 
primitivement mesurée avec une ou plusieurs unités quel- 
conques. La grandeur dont il s'agit sera alors représentée 
par un nombre entier ou décimal. 

Exemples, — I*^^ Soit une longueur renfermant .7 déca- 
mètres, 8 mètres, 2 décimètres et 9 millimètres. Cette 
longueur, rapportée à l'unité principale, le mètre, sera 
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m 

représentée par le nombre 78,209; en d'autres termes, la 
longueur dont il s'agit sera 78"*, 209 (*). 

a^. Soit une surface renfermant 17 mètres carrés 75 dé- 
cimètres carrés et 8 centimètres carrés ; Itf valeur de cette 
surface sera 17**1,7508. En effet, les décimètres carrés et 
les centimètres carrés sont des centièmes et des dix-millièmes 
de mètre carré. 

3®. Soit un volume renfermant 172 mètres cubes, 82 dé- 
cimètres cubes et 3 centimètres cubes; la valeur de ce vo- 
lume sera i72"'*^,o820o3. En effet, les décimètres cubes et 
les centimètres cubes sont des millièmes et des millionièmes 
de mètre cube. 

4*^. Soit un volume renfermant 8 hectolitres , 9 litres , 
3 décilitres et 4 centilitres; la valeur de ce volume sera 
8o9"S34. 

385. Réciproquement , si une grandeur est rapportée à 
Tunité principale, le nombre entier ou décimal qui la re- 
présente indique aussi combien cette grandeur renferme 
d^unités de chaque espèce. 

1°. S'il s'agit d'une longueur rapportée au mètre, les 
chiffres de la partie décimale du nombre qui représente 
cette longueur expriment respectivement des décimètres , 
des centimètres, etc.; les chiffres de la partie entière, en 
allant de droite à gauche, expriment des mètres, des déca- 
mètres , des hectomètres , etc . 

Exemple. — Une longueur rapportée au mètre et re- 
présentée par le nombre 78,209 renferme 7 décamètres, 
8 mètres, 2 décimètres et 9 millimètres. 



{*) On distingue habituellement les nombres en nombres concrets et nom- 
bres abstraits. Un nombre est dit concret lorsqu'on désigne l'espèce de ses 
unités; il est dit abstrait dans le cas contraire. Ainsi 78"*, 209 est un nombre 
concret , tandis que 78,209 est un nombre abstrait. Nous, croyons devoir 
mentionner ces dénominations que nous n'avons pas adoptées, par la raison 
qii'un nombre concret n'est pas un nombre, mais une grandeur. 
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2^. S*il s^agit d'une surface rapportée au mètre carré \ 
imaginons qu'on décompose le nombre qui représente cette 
surface en tranches de deux chiffres, à partir de la virgule, 
en allant vers la droite et vers la gauche. Les tranches de la 
partie décimale expriment des décimètres carrés , des cen- 
timètres carrés, etc. Les tranches de la partie entière , en 
allant de droite à gauche , expriment des mètres carrés , dea 
décamètres carrés, etc. Il faut observer que si la dernière 
tranche à droite de la partie décimale n'a qu'un seul chiffre, 
on doit la compléter en écrivant un zéro. 

Exemple, — Une surface rapportée au mètre carré , et 
représentée par le nombre 3 i4i 5,92053 , renferme 3 hecto- 
mètres carrés, i4 décamètres carrés, 1 5, mètres carrés, 
9a décimètres carrés, 65 centimètres carrés et -30 milli- 
mètres carrés. 

3*^. S'il s'agit d'un volume rapporté au mètre cube, 
imaginons qu'on décompose le nombre qui représente ce 
volume en tranches de trois chiffres, à partir de la virgule , 
en allant vers la droite et vers la gauche. Les tranches de la 
partie décimale expriment des décimètres cubes , des cen- 
timètres cubes, etc. Les tranches de la partie entière, en 
allant de droite à gauche , expriment des mètres cubes , des 
décamètres cubes, etc. Il faut observer que si la dernière 
tranche à droite de la partie décimale a moins de trois 
chiffres, on doit la compléter à l'aide de zéros. 

Exemple. — Un volume rapporté au mètre cube, et re- 
présenté par le noaibre 3, 14*59265, renferme 3 mètxes 
cubes, i4i décimètres cubes, 592 centimètres cubes, 
65 o millimètres cubes. 

4". S'il s'agît d'un volume rapporté au litre, ou d'un 
poids rapporté au gramme, chacun des chiffres du nombre 
qui représenté ce volume ou ce poids exprime des unités de 
Tordre immédiatement inférieur à celui du chiffre pré- 
cédent. 
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386. SI une grandeur est rapportée à Tunité principale 
ou à une autre unité quelconque, et que l'on veuille rap- 
porter cette même grandeur à une autre unité plus petite 
ou plus grande, il suffira de multiplier ou de diviser le 
nombre qui représente la grandeur dont il s'agit par la 
puissance de io, qui exprime combien Tunité de la plus 
grande espèce contient d'unités de la plus petite espèce. 

Exemples, — i^. Si une longueur est égale à o",7683 , 
et qu^on veuille l'évaluer en millimètres , il suffira de reculer 
la virgule de trois' rangs vers la droite, dans le nombre 
0,7683 ; car i mètre contient iboo millimètres. La longueur 
dont il s'agit sera donc 768"", 3. 

2**. Si une surface est égale à. 0^^,76837 et qu'on veuille 
l'évaluer en centimètres carrés, il suffira de reculer la vir- 
gule de quatre rangs vers la droite, dans le nombre 0,76837 5 
par I mètre carré contient loooo centimètres carrés. La 
surface dont il s'agit sera donc 7683*^*^,7. 

387, Les questions qu'on peut se proposer sur les gran- 
deurs rapportées aux nouvelles unités se ramènent immé- 
diatement à des calculs de nombres décimaux. Nous allons 
présenter quelques exemples : 

i*^. On demarifie l^ étendue d\in terrain composé de 
trois parties y sachant que la première partie contient 
i4 hectares^ 57 ares y 8 déclares^ la seconde partie 3 hec- 
tares, 98 ares, 7 déciares, et la troisième partie^ 1 hec- 
tares, 71 ares y 6 déciares. 

Les trois parties du terrain étant rapportées à Tare sont 
représentées par les nombres 1457,8, 3y8,7, 271,6. 

1457 ,8 
398,7 

2128,1 

La somme de ces trois nombres est 2128,1. Le terrain 

dont il s'agit contient donc 21 hectares, 28 ares^ i déciare. 

2*^; On a une masse de cuistre dont le poids est de 3 fa'/o- 
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grammes, 5 hectogrammes, 7 décagrammes, S grammes, 
2 décigrammes et 3 centigrammes. On sait que le poids 
d 'un volume d^eau égal à celui de la masse de cuiv^re est 
2 hectogrammes , 6 décagrammes, 3 grammes y 8 deci--' 
grammes et 8 centigrammes. On sait aussi qu'un corps 
plongé dans Veau perd de son poids une quantité égale 
au poids du volume d*eau quil déplace^ eti'on demande 
quel sera le poids de la masse de cuivre dans Veau, 

Le poids de la masse de cuivre , rapporté au gramme, est 
3578 y 23 *, la perte qu'éprouve ce poids dans l'eau, rapportée 
au gramme, est 263,88. 

3578,23 
263,88 

33i4,35 

La différence dé ces deux nombres est 3314)35; par 
conséquent, le poids de la masse de cuivre dans Feau est 
33i4«%35. 

3*', Sachant quun hectolitre de houille pèse 80 kilo- 
grammes, en demande quel sera le poids de 7 hectolitres, 
2 décalitres, 8 litres. • 

Puisqu un hectolitre pèse 80 kilogrammes, il est évident 
que 7****^^*'^,28 pèseront 7,28 X 80 kilogrammes : 

7,28 
8q 

582,4 
c'est-àrKlîre 582^*^,4- 

4"". Sacham que 7*»**=^*^, 28 cfe houille pèsent 582*^^^,4, 
on demande quel est le poids d'un hectolitre de houille. 

Puisque 7*»**'^°S28 de houille pèsent 582*^*^4, il est évi- 

1 1 1' « 582,4 58240 1 .| 

dent que i nectoiitre pèsera ^ ou - — g- kiiogramnx< 



es ; 



58240 
o 



728 



80. 



c^est-a-dire 80 kilogrammes* 



r 
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Tableaux des anciennes mesures de France et des 
pnncipaJes mesures étrangères comparées aux nouvelles 
mesures de France, 



NESIIBS ANCIRNIIES BE FRANCE COMPAREES ADX NOCIVCLLES. 



Mesure* de lonf^ueur. 

Point ( ^ de ligne ) o, 1 88 millimètre. 

Ligne {-^ de pouce) 3,356 millimètres. 

Pouce (ri de pied) 0,2707 décimètre. 

Pied o,3a4o4 mètre. 

Toise (6 pieds) i»949o4 mètre. 

Aune ( 6323 points) r,i8845 mètre. 

Mille ^4000 toises). *. . 1,94004 kilomètre. 

Lieue de poste ( 3 milles ) 3,89008 kilomètres. 

Mefures de superficie. 

Ligne carrée 5,0887 millimètres carrés. 

Pouce carré 7»3278 centimètres carrés. 

Pied carré o,io35 mètre carré. 

Toise carrée ^»79S7 mètres carrés. 

Aune carrée i)4'^4 mètre carré. 

Perche des eaux et forêts (carré ayant 

22' pieds de côté) ^i|07 mètres carrés. 

Perche de Paris (carré ayant 18 pieds 

de c6té) 34,19 mètres carrés. 

Arpent des eaux et forêts (looperch. 

de 22 pieds) . . .- *. 5101,30 met. car. ou 0,6107 hect 

Arpent de Paris (100 perc. de i8p. .). 3418,87 met. car. ou 0,3419 hect. 

Mesures de capacité. 

Ligne cube 0,01 148 centimètre cube. 

Pouce cube 0,01 o836 décimètre cube. 

Pied cube o,o3438 mètre cube. 

Toise cube 7>4o39 mètres cubes. 

Voie pour la mesure des bois ( 56 p. cub.). 1 ,91952 mètre cube. 

Corde des eaux et forêts ( 2 voies) 3,839o5 mètres cubes. 

Solive ( 3 pieds cubes) o,i0283 mètre cube. 

Pinte (pour la mesure des liquides) o,q3i3 litre. 

Velte ( 8 pintes) 7,45o5 litres. 

Quartaut ( 9 veltes ) 67,0545 litres. 

Feuillette ( 2 quartauts ) i )34i09 hectolitre. 

Muid (2 feuillettes) 2,68218 hectolitres. 

Litron (pour la mesure des matières solides).. . o,iSi3o litre. 

Boisseau (16 litrons) 1 3,oo8 litres. 

Setier (12 boisseaux i,56io hectolitre. 
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(Suite.) MESURES ANCIENNES HE FRANGE COMPAREES AUX NOUVELLES. 



PoicU. 

Graii^(Y4 tie denier) o,o53 çrammg. 

Denier ou scrupule (7 de gros ) 1*275 gramme. 

Gros (-J d*once ) 3,8a4 grammes. 

Once ( j de marc) 3o,59 grammes. 

Marc (y livre) 0,2447^ iLÎlogramme. 

Livre poids 0,4^^1 kilogramme. 

Quintal ( 100 livres ) 4^)9^i kilogrammes. 



Monoalet. 



MÉTA.L. 



DiNOMinATIOK DU PlibUBS. 



Or. 



Arguent. 



BUlon. 



Cuivre. 



Double louis de 24 livres . . . 

Louis de 24 livres 

Demi-louis de 1 1 livres 

Écu de 6 livres 

Ecu de 3 livres 

Livre tournois {unité moné- 
taire. Elle se subdivisait en 
20 sols, le sol en 4 liards et 
en 12 deniers. 11 n'existait 
pas de pièce de i livre). . . . 

Pièce de 3o sols 

Pièce de 24 sols 

Pièce de 1 5 sols 

• Pièce de 1 2 sols 

J Pièce de 2 sols 

« Pièce de 6 liards 

Pièce de 2 sols 

Pièce de I sol 

Pièce de 2 liards 

Pièce de 1 liard 

BBBBSBBBBBaaai^BBBBai 



TALEOa. 



fr. c. 
47 20 

23 55 

Il 77 

5 80 

2 55 



f r c 80 , 
o 99 ou jT- franc. 
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MESURES ABIfiLAISES CdlPAREES kV\ NOr\ELLES XESERES FR.4!VÇAISES. ( * ) 



Mesures de longueur. 

Inch , pouce (^ du yard ) 2 , 539954 ceirtimètres. 

Foot, pied (| du yard) 3,o4i9|^l9 décimètres. 

Yard impérial o,9i4383i|8 mètre. 

Fathom ( 2 yards) : i ,83876696 mètre. 

Pôle ou perch ( 5 i yards ) 5 ,0291 1 mètres. 

Furlong ( 220 yards) 201 , 16437 mètres. 

Mile (1760 yards) 1609, 3i49 mètres. 

Mile marin 1862 mètres. 

Lieue marine ( 3 miles ) 5536 mètres. 

Nail ( ^ du yard ) l pour les étoffes. .. .1<^'<^^2 J 7/ décimètre. 
Quarter(iduyard)( *^ u. ic» ciuuc» Jo, 228595 décimètre. 

Mesures de superficie. 

Yard carré o , 836097 "*®^'® carré. 

Rod (perche carrée ) 25 , 2919J9 mètres «arrés. 

Rood ( 1210 yards carrés) 10,116775 ares. 

Acre ( 4840 yards carrés) o, 40467 1 hectare. 



Mesures de capaoité. 



litre, 
litre, 
litres. 



Pint (I de gallon ) 0,567933 

Quart(| de gallon) i , i35864 

Pottle ( \ gallon ) 2 , 27 1 728 

Gallon impérial 4 ; ^4^4^797 litres. 

Peck (2 gallons) 9,08691^9 litres. 

Bushel (8 gallons ^ 36,347664 litres. 

Sack ( 3 bushels ) ( poiïr les liquides ) . . . . i ,09043 hectolitre. 

Quarter ( 8 bushels) 2 ,90781 3 hectolitres. 

Load (5 quarters).. 1 1,53909 hectolitres.' 

Chaldron (12 sacks) i3,o85i6 hectolitres. 

Poids. — I*' l^stème (troy, pour les matières précieuses\ 

Grain ( 24^ de penny weight) 0,064798 gramme. 

Pennyweight ( 20* d'once ) i , 555 1 60 gramme. 

Once (12" de livre troy) 3i , io3ioi grammes. 

Livre troy impériale ( 5760 grains ) 373 , 238296 grammes . 

Poids. — 2* Sjrsiènvi ( avoirdupois , pour les usages ordinaires). 

Dram ^16* d'once). 
Once (16* de la livre), 



1 ,77a pramme. 

28 , 349 grammes. 

Pound ou livre avoirdupois imp. (7000 grains troy). 4^3,558 grammes. 

Stone (14 pounds) o,349 kilogramm. 

Quarter ( 28 pounds ) 1 2; 698 kilogram. 

Hundredweight (cvt) ou quintal (112 livres) 5o,8o kilogramm. 

Ton ( 20 quintaux) 1016,04 kilogram. 

( * ) Les mefljiref anglaises spnt les mêmes que celles des États-Unis d'Amérique , à 
rezceptlon des monnaies. 
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(Suite.) 



Monnaie* anglaises. 



MéTAt. 



DÉNOMITIATIOR »BS PliCKS. 



Or 



Arguent. 



Guinée de ai schil- 
lings 

Demi-guinée 

Quart de guinée 

Tiers de guinée ou 
7 schillings 

Souverain de 20 schil- 
lings (1818) 

Crown ou couronne 
de 5 schillings anc. . 

Schilling ancien 

Crown ou couronne 
depuis 1818 

Schilling depuis 1818. 



FOIDS 

légal. 



8,83o 
2,095 

2,793 
7f98i 

30,074 
6,oi5 

25,25l 

5,65o 



Tiras 

légal. 



Oj9»7 
o,9«7 
o»9»7 

0*917 
o»9J7 

0,925 
0,925 

0,925 
0,925 



Monnaie* de* État*-Uni* d'Amérique. 



MÉTAL. 



. DÉnOMMATIOlf DBS PltCBS. 



Or 



Argent. 



Pièce de 20 dollars ou 
double aigle (1849). 

Pièce de 10 dollars ou 
aigle (1837) 

De 5 dollars ou 7 aigle. 

De 2 1 doll. ou { aigle. 

De I dollar 

Dollar 

Demi-dollar 

Quart de dollar 

One dime (i dime). . . 

Half dime (j dime).. 



POIDf 

légal. 



33^435 



16,717 
8,358 

4j»79 
1,671 

26,729 

i3,364 

6,682 

2,672 

1,336 



TITBB 

légal. 



0,900 

0,900 
0,900 
0,900 

0.900 

0,900 
0,900 
0,900 
0,900 
0,900 



VALBUaS. 



fr. 
26,47 

i3,235 

6,6175 

8,8233 



2:), 21 



6,16 
1,24 

5,81 
1,16 



▼ALsoas. 



fr. 
io3,64 

5i,82 
.25,91 

a2,95 
5,18 
5,34 
2,67 
1,33 
0,53 
0,26 
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MESOIIES PMSSBNNBS (depuis 1816) 

COMPARÉES AUX NOUVELLES MESURES FRANÇAISES. 



Meiure* de loagiaeur. 

Pouce (rs du pied) o, 3616446 décimètre. 

Pied du Rhin ou de Leyde o, 3i 38536 mètre. 

Toise (6 pieds) i, 883 1 3 16 mètre. 

Rutbe ( perche de 1 3 pieds) 3,7663433 mètres. 

Toise des mineurs ( 6 pieds 8 pouces ) 3,ooq3523 mètres. 

Aune (35,5 pouces) • o,666q38 mètre. 

Mille ( 3000 perches) 7533,49 mètre. 

Mesure de superficie. 

Arpent ou morgen (180 perches carrées) 35,53 ares. 

Mesures de capacité. 

Viertel ( quart) i »i48 litre. 

Metze ( 3 Tiertels ^ •. . 3,445 litres. 

Scheffel (16 metze) 54,960 litres. 

Tonneau ( 4 scheffel ) 3 19,830 litres. 

Maas ( j^ anker) i>i45 litre. 

Anker ( j aimer) 34,35 litres. 

Eimer (mesure pour liquides) 68,7 litres. 

Ohm (3 eimers) i37)4 litres. 

Oxhoft (3 eimers ) «k 306,1 litres. 

Tonneau des liquides ^37 metee |) 1 38,76 litres. 

Poids. 

Quintin (7 de loth ) 3,65350 grammes. 

Loth ( rî de livre) . ; 1^,6107 grammes. 

Marc (\ livre) 3^3,8^ grammes. 

Livre de Cologne .* « . ^67,66 grammes. 

Quintal (100 Ifvres) 4^,766 kilogrammes. 

Last maritime ( 4ooo livces) 1870,64 kiiogrammes. 



Monnaies. 



MiTAL. 



Or 



DinOMIIfATIOll DU VlàCBS. 



Ducat fin 

Frédéric 

Demi-Frédéric 

Risdale ou thaler de 3o 
silbergros(i833) 

Pièce de 5 silbergros. . 

Silbergros (valeur in- 
trinsèque) 



IL 



roinf 
légtl. 



3,490 
6,683 
3,341 

33,373 
3,713 

3,193 



TITftS 

légal. 



0,986 
0,903 
0,903 

0,750 
0,750 

0,208 



VALVVm. 



fr. 
11,85 

30,78 

10,39 

3,71 
0,61 



O, II 
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MKSIRES AlTRlCfllEiVKES (Vienne) 

COMPARÉES AUX NOUVELLES MESURES FRANÇAISES. 



Bfeturet de longueur. 

Ligne (ti de pouce ) 0,31 q4 centimètre. 

Pouce ( ri de pied ) o,9633 décimètre. 

Pied de Vienne 0,3 iGi mètre. 

Toise ( 6 pieds) 0,8966 mètre. 

Aune de Vienne 0,7792 mètre. 

Mille d'Autriche ( 4000 toises ; 7686 mètres. 

• 
Mesure de superficie. 

Arpent ou joch .( carré de 4o toises de côté). . 57,55 ares. 

Mesures de capacité. 

Seitel (jdemaas, mesure pour les liquides ) . o,354 litre. 

Maas (-pô de viertel) i>4*^ litre. 

Viertel ^ | d*eimer) » 4»' ^ litres. 

Eimer ., 56,6 litres. 

Fuder (3a eimers) 1811,3 litres. 

Becker (Idefudermassel, mes. pour les solid. o,ai8 litre. 

Fudermassél (^ muthmassel ) i ,672 litre. 

Muthmassel ( j achtel } 3,344 litres. 

Achtel ( y viertel 7>6387 litres. 

Viertel (f de metze) 15,373 litres. 

Metze ^.' 61,5 litres. 

Muth (3o metze) i845 litres. 

. Poids. 

Pfenning (1 de quintin) 1,094 gramme. 

Quintin { | de loth ) 4,375 grammes. 

Loth (I d'once) 17,5 grammes. 

Once (^ de lirre). 70 grammes. 

Livre de Vienne 560 grammes. 



Monnaies. 



HÉTAI.. 



hiMOmUUtUM DB» PIÈCES. 



Or.. 



Argent. 



Ducat de l'empereur . . 

Ducat de Hongrie 

Souverain 

Demi-souverain 

Écu ou risdale de con- 
vention depuis 1753.. 
Demi-risdale ou florin. 

Vingt kreutzers 

Dix kreutzers 



POIDS 


TITKK 


léral. . 


légal. 


rr 




3,490 


0,986 


3,491 


* 0,984 


5,567 


o,9»7 


2,783 


o,9»7 


28,064 


0,833 


I 4 } 532 


0,833 


6,639 


o,58i 


3,898 


o,5oo 
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Usage ries tableaux précédents. 

388. Les tableaux précédents permettent de résoudre les 
deux questfons suivantes : 

I**. Une longueur, une surface ^ un volume y un poids, 
une somme d^ argent étant rapportés aux anciennes unités 
ou aux unités en usage dans les pays étrangers , les rap^ 
porter aux noui^elles unités françaises, 

7?. Une longueur, une surface, un volume, un poids ^ 
une somme d^ argent étant rapportés aux nouvelles unités 
françaises, les rapporter aux anciennes unités ou aux 
unités en usage dans les pays étrangers. 

Nous allons présenter un exemple de chacune de ces deux 
questions ^ cela suflSra pour indiquer la marche à suivre 
dans chaque cas. 

38^. On demande d^év^aluer en mètres une longueur 
renfermant 6 toises , 5 pieds, 3 pouces , 7 lignes. 
En consultant les tableaux du n^ 381 , on voit que 

I toise vaut i^y^^^\ 
donc 

6 toises valent 1,94904 X 6 mètres où i i™,694a4. 

On aurait la valeur du pied en divisant celle de la toise 

par 6 , puis celle du pouce en divisant celle du pied par 12^ 

mais ces valeurs sont toutes calculées dans nos tableaux , on 

y voit que 

I pied vaut o'",3a484« 

d'où Ton conclut que 

5 pieds valent i ",62420. 
On voit aussi que 

I pouce vau\ o"*,02707, 

d'où Ton conclut que 

S pf>uees valent o"*, 081 21. 
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Enfin , 

I //^/zf vaut o'",oo2256, 

d'où Ton conclut que 

7 lignes valent o'",oi57g2. 

La longueur proposée est donc égale à 

1 1",69424 "t" i",62420 -h o",o8i2i + ©",015792 , 

11,69424 
1 ,62420 
0,08121 
0,01679 

r3,4>544 

c'est-à-dire à i3",4i54î en ne conservant que quatre déci- 
males. 

390. On demande d'évaluer en toises y pieds , pouces, 
lignes, etc. y une longueur égale à 3",i4i6. 

Puisque 

1^,94904 vaut I toise, 
il est évident que 



donc 



I mètre vaut 7 — y toise ; 

'>949p4 



•>«.//? 1 3,i4i6 3i4i6o . 

3™, 1416 valent , , ou — 7 — -, toise. 

^94y>4 194904 



En eflectuant la division de 3 14 160 par 1 9491 4 9 on trouve 
que 

3", i4i6 = I toise H ^ — 7 toise ; 

•94904 

or, I toise valant 6 pieds , 

iiq256 110256 , r. . , 7i5536 . , 

— ~ — - toise = — 7 — 7 X o pieds ou ^—, — 7 pieds. 

194904 ï 94904 . ï 94904 

Donc 

S"",! 4 16 = I toise -f- •—, — 7 pieds. 

«94904 
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En effectuant la division de 7.5536 par 194904 , on trouve 

3«-,i4i6 = . toise -f- 3 pieds H- - '^"^' j nierf 

vJr, I pied valant 1 2 pouces , 

'3o8i4 i3o8i4 ./tfi^ ao 

Ïi4^ '-' = Ti4i4 >< '^ •'''"- «" ^ ponces ; 
donc 

3", .416 = . toise + 3 pieds + 1^^9768 

194904 t'""'^- 

En effectuant la division de .569768 par 194904, on trouve 
3-,.4i6 = . toise + 3 pieds + 8 pouces + ^ de pouce. 
Or I pouce vaut 1 2 lignes ; donc 

'o536 ,o536 ,,fi/, 

= o''«,6 à moins de o"«. i • 
donc ' ' 

3», 1416 = , toise + 3 pieds + 8 pouces 4- 0,6 ligne. 
Remarque. - En suivant la même marche, on trouve 

I mètre vaut 3 pieds o pouce 1 i''«,2q6. 
Il est bon de connaître ce résultat. 

Mesure de temps. 
391. Le temps employé par la terre pour exécuter une 

Tn oT° '"'°"'' ^^ '*"" "''^ ^'' ""^ 'ï^''*° "^'"'"^ 

Le jour se subdivise en 24 heures, chaque heure en 
60 minutes, chaque minute en 60 secondes, et chaque se 
conde en 60 tierces. 

Les heures , minutes , secondes et tierces se représentent 

24 
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par les notations abrégées **,', ", '". Ainsi, un intervalle 
de temps composé de 7 heures, Sa minutes, aS secondes, 
6 tierces , se représente comme il suit : 

7^ 32' 25" 6'". 

La seconde est l'intervalle de temps adopté pour unité 
par les astronomes et les physiciens. On fait rarement usage 
des tierces, et l'on évalue en fraction décimale de la seconde 
les intervalles de temps moindres qu'une seconde. 

A l'époque de l'établissement du système métrique , on 
divisa le jour en 20 heures, l'heure en 100 minutes, et la 
minute en 100 secondes. Cette nouvelle division n'a pas 
prévalu. 

392. Pour ajouter deux ou plusieurs intervalles de temps 
évalués en heures , minutes , secondes , on ajoute séparément 
les secondes , les minutes et les heures. Si la somme des se- 
condes surpasse 60 , il faut avoir soin de retrancher de cette 
somme autant de fois 60 que cela est possible, et d'ajouter 
autant d'unités à la somme des minutes. Pareillement, si 
la somme des minutes surpasse 60 , on retranche de cette 
somme autant de fois 60 que cela est possible, et l'on aug- 
mente d'autant d'unités la somme des heures. 

Exemple. — On demande d'ajouter les intervalles de 
temps suivants : f' 32' 25" 9 , 6** 69' 58'' 8 , V" 34' 39'' 7. 

h I tr 

7 32 25,9 
6 59 58, 8 
3 34 39, 7 

• 18^ 7' 4''4 

La somme des secondes étant 1 24,4 5 o^i écrit seule- 
ment ^"^^^ et Ton augmente de 2 unités la somme des 
minutes. Pareillement, la somme des minutes étant 127, 
on écrit seulement 7', et Ton augmente de 2 unités la 
somme des heures. 
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393. Pour retrancher Tun de Tautre deux intervalles de 
temps évalués en heures , minutes , secondes , on fait sé- 
parément la soustraction des secondes , puis celle des mi- 
nutes , puis celle des heures ] si la soustraction des secondes 
ou des minutes n'est pas possible, on réduit en secondes 
ou en minutes Tune des minutes pu Tune des heures de 
celui des deux temps dont il faut retrancher l'autre. " 

Exemple. — On demande de retrancher j^i^^o^^^^g de 

i8V4",4. 

On réduira en minutes Tune des 1 8 heures du deuxième 
temps , ce qui donnera 67'; on réduira l'une de ces minutes 
en secondes , ce qui donnera 64'^4• On aura donc à sous- 
traire 7^32'25",9 de 17*^ 66' 64",4. 

i7»»66'64",4 
7 32 25,9 

iT»» 34' 38^5 

394. Pour multiplier par un nombre entier un intervalle 
de temps évalué en heures , miiiutes , secondes , ou multiplie 
successivement par cet entier les nombres de secondes , de 
minutes et d'heures. Si le nombre des secondes obtenues au 
produit surpasse 60, il faut avoir soin de retrancher de ce 
nombre autant de fois 60 que cela est possible, et d'ajouter 
autant d'unités au nombre des minutes du produit. Pareille- 
ment, si le nombre des minutes du produit surpasse 60, on 
en retranche autant de fois 60 que cela est possible , et l'on 
augmente d'autant d'unités le nombre des heures du produit. 

Exemple» — Étant donné Fintervalle de temps 7^32'25'',9, 

on demande de trouver un intervalle de temps 9 fois plus 

grand. 

7»»32'25",9 

9 

67»»5i'53%i 

Le nombre des secondes trouvé au produit est 233, i: on 

24. 
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écrit seulement 53^', i, et l'on ajoute 3 au nombre des mi- 
nutes du produit. Ce nombre de minutes est alors 291; on 
écrit seulement 5i', et Ton ajoute 4 au nombre des heures , 
qui est alors 67. 

393. Pour diviser, par un nombre entier, un intervalle 
de temps évalué en heures, minutes «t secondes, on divise 
successivement par Pentier les nombres d'heures, de minu- 
tes, de secondes, en ayant soin.de multiplier chacun des 
deux premiers restes obtenus par 60, et d'ajouter les résul- 
tats aux nombres de minutes et de secondes avant de les 
prendre pour dividendes. 

Exemple . — Etant donné l'intervalle de temps 67** i'53", i , 
on demande de trouver un intervalle de temps 9 fois plus 
petit. 

Le temps demandé est 

67^ 5i; 53^^ , I 

9 9 9 ' 

En effectuant la division de 67 par 9 , on trouve 7 pour 

67»» H- 4*^ 

quotient , et 4 pour reste -, par conséquent , — '— = 7° -t- ~ 

ou -2— = 7** H — -î — . Le temps cherché est donc 
9^9 ^ 

^,29i^53V. 



9 9 
En effectuant la division de 291 par 9, on trouve pour 

quotient 32, et pour reste 3 \ par conséquent, -2—= 3 2' -i 

ou =^ 32' H . Le temps cherché est donc 

ho r^33",i 

7** 32' , 

9 
ou , en effectuant la division de 233, i par 9^ 

7M2'25",9., 
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Remarque I. — La murtiplication ou la division par 
une fraction , d'un intervalle de temps évalué en heures , 
minutes, secondes, se ramène à la multiplication et à la di- 
vision par un entier. 

Remarque II. — Avant qu'on fît usage du système 
métrique, on était conduit à exécuter sur les grandeurs 
d'une espèce quelconque , des calculs analogues à ceux que 
nous venons d'effectuer. Ce qui précède suffit pour montrer 
comment on devait opérer dans chaque cas. Nous ajouterons 
cependant que lorsqu'on avait à traiter des questions plus 
composées que celles que nous venons de résoudre, on 
avait soin de rapporter à une seule unité les grandeurs 
qu'on avait à considérer et qui avaient été d'abord évaluées 
à l'aide de plusieurs unités. Ainsi une longueur ayant été 
évaluée en toises, pieds j pouces ^ lignes, on exprimait 
cette longueur par un nombre de toises, ou de pieds, ou de 
pouces^ ou enfin de lignes. 

Dii^ision de la circonférence, 

396. On a souvent besoin de comparer entre eux des arcs 
d'une circonférence. A cet effet, on est convenu de diviser 
la circonférence entière du cercle en 36o parties égales, 
appelées degrés^ chaque degré se subdivise en 60 minutes^ 
chaque minute en 60 secondes , chaque seconde en 60 tier- 
ces. Le quart de la circonférence a reçu le nom de quadrant. 

Les degrés, minutes, secondes et tierces se représentent 
par les notations abrégées °, ', '', '", Ainsi un arc composé 
de 7 degrés 5 3 2 minutes, q5 secondes et 6 tierces, se repré- 
sente comme il suit : 

n" 32' 25" 6"'. 

Toutefois on fait rarement usage de tierces, etTonévalueen 
fraction décimale de la seconde les arcs plus petits qu'une 
seconde. 
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A l'époque de rélablissemerit du système métrique , on 
divisa le quadrant en loo parties que l'on nomma grades, 
et la circonférence entière du cercle en 4^0 grades. Chaque 
grade fut divisé en loo minutes et chaque minute en loo se- 
condes. Cette division permettait de représenter par un 
nombre décimal un arc évalué en grades , minutes et secon- 
des. Exemple : un arc qui renferme 67 grades , 39 minutes, 
48 secondes, serait représenté par 

57»"*", 3948. 

Cette nouvelle division de la circonférence n'a pas pré- 
valu. 

397. La réduction des degrés, minutes, secondes en 
grades , et celle des grades en degrés , minutes et secondes, 
s'effectuent par un procédé identique à celui dont nous avons 
fait usage aux n°" 389 et 390. Il suffit pour cela de se rap- 
peler que le quadrant étant égal à 90 degrés et à 100 grades, 

le grade est les — d'un degré , et le degré les — d'un 

grade. 

L'addition et la soustraction des arcs évalués en degrés, 
minutes et secondes *, la multiplication et la division d'un 
arc, par un nombre entier ou fractionnaire, se font aussi à 
l'aide des procédés que nous avons suffisamment indiqués 
aux n*** 392 et suivants. 

Questions proposées, 

1 . Evaluer en grades un arc égal à 57° 17' 44!\yS. 

2. Evaluer, en degrés, minutes, secondes, un arc égal 

à 576%i74475. 

3. Le rayon d'un cercle étant pris pour unité , la demi- 
pîrcdnférence a pour valeur tt = 3, 1 4 1 SqsôS .... Cela posé , 
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on demande d'évaluer en degrés, minutes, secondes, un 
arc égal à Tunité. 

4. Un mobile parcourt une circonférence d'un mou- 
vement uniforme en 7** 23' 35"; on demande quel sera le 
temps employé par le mobile pour parcourir un arc de 

57°i7'44",75- 

5 . Evaluer en francs une somme égale à 84 livres i a sols 
8 deniers. 

6. Evaluer en livres, sols et deniers une somme égale 
à i32 francs 85 centimes. 
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CHAPITRE IL 
PROBLÈMES. 

Questions relatives aux grandeurs proportionnelles. — Questions relatives 
aux grandeurs inversement proportionnelles. — Questions relatives aux 
grandeurs proportionnelles ou inversement proportionnelles à plusieurs 
autres grandeurs. — Des intérêts simples. — De l'escompte. — Des intérêts 
composés. — Des rentes perpétuelles. — Des annuités. — Questions 
relatives aux associations. — Questions relatives aux alliages. — Méthode 
des hypothèses pour la solution des problèmes d'arithmétique. 



Questions relatives aux grandeurs proportionnelles, 

398. Lorsque deux grandeurs sont tellement liées, que 
deux valeurs quelconques de la première soient dans le 
même rapport que les valeurs correspondantes de la se- 
conde, on dit que les grandeurs dont il s^agit sont pro- 
portionnelles l'une à l'autre. 

Exemples. — Le salaire d'un ouvrier est proportionnel 
à la durée de son travail. 

Le temps nécessaire pour eflfectuer un certain trajet est 
proportionnel à la longueur de ce trajet. 

La longueur d'une circonférence est proportionnelle à 
son rayon. 

Dans les exemples précédents, comme dans tous ceux 
que nous citerons dans ce chapitre, nous admettons la pro- 
portionnalité des grandeurs considérées, comme un fait 
connu ou résultant d'une convention. La démonstration 
de cette proportionnalité n'est pas du ressort de l'Arithmé- 
tique 5 elle appartiendrait, dans chaque cas, à la science 
qui traite des grandeurs que l'on considère. 

Nous croyons cependant devoir indiquer un théorème 
qui permettra souvent de s'assurer que deux grandeurs sont 
proportionnelles l'une à l'autre. 
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399, Lorsque deux grandeurs sont telles, que si l'une 
d'elles désolent un certain nombre défais plus grande ou 
plus petite, Vautre des^ienne le même nombre de fois plus 
grande ou plus petite, ces deux grandeurs sont propor- 
tionnelles Vune à Vautre, 

Désignons par A et B les grandeurs dont il est question. 
Soient Aj et A s deux valeurs de A^ Bi et Bj les valeurs 
correspondantes de B. Il faut prouver que l'on a 

A^_B, 



Représentons par — le rapport de Ai à Aj , supposé évalué 



m 
n 
en termes entiers ^ nous aurons 



A -^A 
n . 



en sorte que , pour passer de la valeur A2 à la valeur Ai , il 
faut rendre A, d'abord m fois plus grand, puis ensuite n 
fois plus petit; et comme m et n sont entiers, B devien- 
dra aussi, d'après l'hypothèse, m fois plus grand, puis n 
fois plus petit; on aura donc 



B| :=3 — 0^1 
n 

par suite, — ^ est égal à —5 c'est-à-dire égal, comme nous le 

I>2 fl « ' 

voulions prouver, à --!■• 

A2 

Remarque, — La démonstration précédente suppose 
commensurables les valeurs que prend la grandeur A; 
mais cela suflSt pour l'objet que nous avons en vue. Effec- 
tivement , les grandeurs dont il sera question dans ce cha- 
pitre ne recevront jamais que des valeurs commensurables 
avec l'unité adoptée. 

400. Si l'on multiplie ou si Ton divise, par un nombre 
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entier ou fractionnaire des valeurs correspondantes de deux 
grandeurs proportionnelles, on obtient de nouvelles va- 
leurs correspondantes des mêmes grandeurs. 

Soient 

A, et B, 

deux valeurs correspondantes des grandeurs proportion- 
nelles A et B ; je dis que 

A, X w et B, X /w 
seront aussi des valeurs correspondantes des grandeurs A 
et B. En effet, désignons par x la valeur que prend A lors- 
que B est égal à Bj X /w *, on aura 

a: B, X 'w 







A. 


B. 


-==:w, 


d'où 














X 


A, 


X m, . 


On ferait 


voir 


• 

de mèuie que 


1 








A, 
m 


et 


B. 

m 



«ont aussi des valeurs correspondantes de A et B. 

En particulier, — ' et — ^ ou i seront des valeurs corres- 

Bi Bi 

pondantes des grandeurs A et B. Si donc on désigne par K 

la valeur que prend A lorsque B est égal à l'unité, on aura 

^•=K, d'où A, = KB,; 
B, 

d'où il suit que : 

Si une grandeur K est proportionnelle à une autre gran- 
deur B, et quelle prenne la valeur ¥^ lorsque B est égal 
à I, une valeur quelconque de A s^ obtiendra en multi- 
pliant par K la valeur correspondante <ie B. 

401 . Ce qui précède permet de résoudre une question 
générale dont les applications en Arithmétique sont très - 
nombreuses, et qu'on peut énoncer ainsi : 



\ 
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Deux grandeurs A et B étant proportionnelles Vune à 
Vautre, on sait que A a une ^valeur connue Ai, lorsque B 
est égal à Bi ; quelle sera la valeur xde A^ lorsque Bi sera 
égal ^ B, ? 

Pour résoudre cette question , on dira : 

A est égal à Ai lorsque B est égal à Bi. Si donc B devient 

B . A 

égal à Funité, c'est-à-dire égal à - '» A deviendra égal à — i- 

Bi Bi 

Donc la valeur cherchée de A s'obtiendra en multipliant par 

A 

—'la valeur correspondante de B , et l'on aura 

Bi 

A| _ . Bj 

j:== — XBa ou x=z AtX —' 

Oi Mil 

Celte égalité, qui fait connaître les opérations à exécuter 
sur les nombres Ai, Bi, Bj, pour obtenir le nombre in- 
connu x, se nomme une formule. Nous allons en faire 
deux applications. 

402. Problème I. — Une manufacture a consommé 
37000 kilogrammes de charbon pour produire 26700 kilo- 
grammes de porcelaine; combien brûlera-t-elle de char- 
bon pour produire 75 35o kilogrammes de porcelaine P 

Les grandeurs que nous supposons proportionnelles Tune 
à l'autre sont , ici , la quantité de porcelaine fabriquée et la 
quantité de charbon brûlé. En désignant la première de 
ces quantités par B et la seconde par 'A , nous voyons que , 
pour B = 26700, A = 370005 et il s'agit de savoir queUe 
sera la valeur j: de A pour^B = 7535o. 

La formule du n*' 401 donne immédiatement 

X = 37000 X ^ = io44i7>6i; 

' 26700 -TT /» 

la quantité de charbon demandée est donc io44i7^*\6i à 
moins de o''**,oi. Si l'on veut résoudre directement le pro- 
blème sans se servir de la formule générale du n° 401 , on 
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dira : Il faut 87000 kilogrammes de charbon pour fabri- 
quer 26700 kilogrammes de porcelaine 5 donc -^ kilo- 
grammes de charbon seront brûlés pour fabriquer i kilo- 
gramme de porcelaine 5 et , par suite , -^ X 7535o kilo- 
grammes de charbon seront nécessaires pour fabriquer 
75350 kilogrammes de porcelaine. On obtient ainsi le 
même résultat que précédemment. 

403. Problème II. — Un ouvrier peut transporter ^ en 
quatre heures , à Vaide d*une brouette y 25o kilogrammes 
à une certaine distance^ quel temps lui faudrait-il pour 
transporter i25o kilogrammes P 

Nous supposons ici que le temps employé par l'ouvrier 
soit exactement proportionnel au poids à transporter^ en 
désignant la première de ces quantités par A et la seconde 
par B, l'énoncé nous apprend que pour A égal à 4 on a 
B = 25o; il faut trouver la valeur a: de A pour B = i25o. 

La formule du n° 401 donne 

i25o 



x=z 4 X — ^ = 20. 



Questions relatives aux grandeurs inversement 

proportionnelles . 

404. Lorsque deux grandeurs sont tellement liées, que 
deux valeurs quelconques de Tune aient un rapport inverse 
de*s valeurs correspondantes de l'autre, on dit qu'elles sont 
inversement proportionnelles . 

Exemples, — Le temps nécessaire^ à raccomplissement 
d'un certain travail est inversement proportionnel au 
nombre des ouvriers employés. 

Le nombre de mètres d'étoffe que Ton peut acheter avec 
une somme donnée est inversement proportionnel au prix 
du mètre d'étoffe. 



LES MESURES ET LES APPLIGATIOMS DE LARITHMÉTIQLE. 38 1 

Nous indiquerons un théorème qui permettra souvent de 
s'assurer que deux grandeurs sont inversement proportion- 
nelles l'une à l'autre. 

405. Lorsque deux grandeurs sont telles y que si Vune 
d'elles déifient un certain nombre de fois plus grande ou 
plus petite j Vautre des^ienîie le même nombre de fois plus 
petite ou plus grande, ces deux grandeurs sont inverse- 
ment proportionnelles Fune à Vautre, 

Désignons par A et B les grandeurs dont il est question. 
Soient Ai et A, deux valeurs de A; Bj et B, les valeurs 
correspondantes de B. Il faut prouver que l'on a 

A. _ B, 
Aj B, 

Représentons par — ie rapport de A, à Aj supposé éva- 
lué en termes entiers 5 nous aurons 

A| ^^ — A2 . 

n 

en sorte que, pour passer de la valeur Aj à la valeur Ai, il 
faut rendre A, d'abord m fois plus grand , puis ensuite n 
fois plus pelit^ et comme m et « sont entiers, B deviendra 
alors m fois plus petit, puis n fpis plus grand : on aura 
donc 



on en conclut 



B. =:-B,; 

772 



B2 = — Bi , 

n 



,*♦ 



et , par conséquent, -^ est égal à — ? c'est-à-dire égal , comme 

nous voulions le prouver, à — ' • 

A2 

406. Etant données deux valeurs correspondantes de 
deux grandeurs inversement proportionnelles , si l'on mul- 



382 TRAITÉ d' ARITHMÉTIQUE. 

tiplie Tune d* elles par uu nombre quelconque , et qu'on 
divise l'autre par le même nombre , on obtient de nouvelles 
valeurs correspondantes des mêmes grandeurs. 
Soient 

A, et B, 

deux valeurs correspondantes des grandeurs inversement 
proportionnelles A et B, je dis que 

A, X w et — 

m 

seront aussi des valeurs correspondantes des mêmes gran- 
deurs. En effet, désignons par x la valeur que prend A lors- 
que B est égal à — ; on aura 

jc B, B, X /w 



m " 



d'où 

x = A, X /w. 

B 
En particulier, Ai X Bi et -^ ou i seront des valeurs 

correspondantes des grandeurs A et B. 

Si donc on désigne par K la valeur de A lorsque B est 
égal à Funité , on aura 

A, XB. ==K, d'où A. = J:-, 

d'où il suit que : 

Si une grandeur A est inversement propoitionnelle à 
une autre grandeur B, et quelle prenne la valeur K 
lorsque B est égal à i , une valeur quelconque de A s'ob- 
tiendra en dwisant K par la valeur correspondante de B. 

407. Ce qui précède permet de résoudra une question 
générale dont les applications sont nombreuses , et qu'on 
peut énoncer ainsi : 

Deux grandeurs A e^ B étant ùiyersement proportion" 
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nelles l'une à l * autre , on sait que A a une valeur connue A i 
lorsque B est égal à Bi 5 quelle sera la valeur x de A lors- 
que Be ra égal à B^? 

Pour résoudre cette question , on dira : 

Lorsque B est égal à Bj, A est égal à Ai ; donc, si B est 

égal à I, c'est-à-dire égal à -r^» A sera égal à Ai X Bj^ par 

•"I 

conséquenl, la valeur cherchée de A s'obtiendra en divi- 
sant A, X Bj par la valeur correspondante de B, et Ton aura 

A, XB, B. 

"=-b7~=='''^b:- 

408. Nous nous bornerons à une seule application de 
cette formule. 

Problème. — 12 oux^riers ont trav^aillé 8 heures pour faire 
un certain ouvrage ; combien 1 7 ouvriers mettront-ils de 
tem,ps à faire le même ouvrage ? 

Ici les grandeurs inversement proportionnelles Tune à 
l'autre sont , le temps nécessaire pour faire un certain ou- 
vrage , et le nombre des ouvriers qui y sont employés. Si 
nous désignons par A et B ces deux nombres , nous voyons , 
d'après l'énoncé, que pour B égal à 12, A est égal à 8 *, et 
il faut trouver la valeur t de A qui correspond à B = 17. 

La formule du n° 407 donne immédiatement 

8x 12 ;^ . II 
17 17 

Le temps cherché est donc 5 heures plus — d'heure. Si 

Ton veut résoudre directement le problème sans se servir 

de la formule du n° 407, on dira : 11 faut 8 heures de travail 

quand il y a 1 2 ouvriers , donc il faudra 8x12 heures de 

travail quand il n'y aura qu'un seul ouvrier \ et , par suite, 

8X12 . , •. 

il faudra heures quand il y aura 1 7 ouvriers. On ob- 

tient ainsi le même résultat que précédemment 
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Questions reîatwes aux grandeurs proportionnelles 
ou inversement proportionnelles à plusieurs autres 
grandeurs. 

-409. Il est rare qu'une grandeur dépende exclusivement 
d'une autre grandeur 5 plusieurs éléments concourent le 
plus souvent à déterminer sa valeur. Par exemple , le poids 
d'une barre de métal dépend à la fois de sa longueur, de 
sa largeur, de son épaisseur et de la densité du métal. 

Lorsqu'une grandeur dépend ainsi de plusieurs autres , 
si l'on dit qu'elle est proportionnelle ou inversement pro- 
portionnelle à Tune des grandeurs dont elle dépend, on 
sous-entend que les autres éléments qui la déterminent 
sont alors considérés comme invariables. 

Parexemple. si l'on dit : le poids d'unebarre métalliqueest 
proportionnel à la densité du métal, on sous-entend que les 
dimensions de la barre sont considérées comme invariables. 

410. Si une grandeur A est proportionnelle à plusieurs 
autres grandeurs a, i, c, et inversement proportionnelle à 
d'autres grandeurs p^ q^r^ et que l'on connaisse la valeur K 
que prend A lorsque «, i, c, /;, ^, r sont égaux à l'unité, on 
pourra calculer la valeur qu'elle prendra lorsque a, i, c, ^, 
y, r deviendront respectivement ai , b^^ c^^p^^ çr, , Tj. 

Supposons , en effet , qu'au lieu de faire en une fois tous 
les changements indiqués, on les fasse successivement, de 
telle sorte que a, t, c, /?, ^, r prennent les valeurs inscrites 
au tableau suivant : 





^, 


^ 


c^ 


Py 


^y 


'•> 


I«. 


1, 


I, 


I, 


I, 


* > 


^9 


2». 


«i, 


ï, 


ï, 


I, 


' r 




30. 


«1, 


bu 


I, 


ï, 


* > 


'> 


4». 


«., 


bu 


Cu 


I, 


' > 


^> 


5^ 


«I, 


bu 


cu 


Pu 


' > 


^ > 


60. 


ot, 


bu 


Cu 


Pu 


9^'> 


'> 


T- 


«., 


bu 


Cu 


p^^ 


^., 


/•;. 



.LES MESURES ET LES. ÀPPLICATIOHS.DE l'arITHMÉTIQUE. 385 

En passant de l'un de ces systèmes de valeurs au suivant, 
il n'y a jamais qu'un seul élément qui varie et qui se mul- 
tiplie par unç quantité connue. A, qui d'abord est égal à K, 
devra à chaque fois se multiplier ou se diviser par cette 
même quantité, suivant qu'elle sera directement ou inver- 
sement proportionnelle à Télément en question. 

Ainsi , lorsque a^ au lieu de la valeur i , prendra la va- 
leur a^ , A prendra la valeur ¥^a^. Lorsque b et c prendront 
successivement, au lieu de la valeur i , les valeurs bi et Ci, 
A deviendra successivement K^iii, KaifeiCj. 

Enfin, lorsque/?, y, r prendront, au lieu de la valeur i, 
les valeurs p^^ ^i, r^, A, qui leur est inversement propor- 
tionnelle, se divisera successivement par pi, q^ et /'j, et 
elle deviendra 

— — ■■ ■ • 

Pxq^ry 
Telle est donc la valeur de A que nous voulions obtenir. 

411. Le résultat précédent permet de résoudre la ques- 
tion suivante, dont les applications sont nombreuses : 

Une grandeur A est proportionnelle à plusieurs autres 
grandeurs a , b, c, e^ inv^ersement proportionnelle à d*au- 
tres grandeurs p, q, r ; on sait que A est égal à Ai lorsque 
a, b, c, p, q, r sont respectii^ement égaux à aj, bj, Ci, pi, 
^11 ^i] quelle sera la valeur x Je A , lorsque a , b , c , p , q , 
T deviendront respectiv^ement égaux à a^, b,, Cj, pj, qt, rj? 

Nommons K la valeur inconnue que prendrait A, si a, i, 
c, p, <7, r étaient tous égaux à l'uni té ^ on aura alors 
(n°410) 

A,=: ] 

. piqin 
d'où Ton déduit sans peine la valeur de K , 

P\(lirx 



K= A, 



j?5 
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Connaissant K, on aura facilement la valeur a:, qui corres- 
pond aux valeurs aj, i,, Ca, ^,, q^^ i\ de a, i, c, /?, </, r, 
savoir : 

X = K. = A| — £ • 

ptq^r^ axbxCxp^q2r-i 

Cette valeur peut s'écrire : 

. «j ^2 c-i px q\ n 

J? — Al — — — —\ 

a, b, €, p-i q^ r, 

d'où il résulte que : 

Pour passer de la valeur A^de K à la valeur x , il faut 
multiplier Ai par les rapports des noui^elles valeurs de a , 
b, c aux anciennes, et parles rapports ins^erses des nou-- 
i^elles "valeurs de "p^ q^ r aux anciennes. 

412. Nous appliquerons la formule précédente à un 
exemple particulier. 

Problème. — 35 oui^riers ont élevé en 8 jours un mur 
quia i5 mètres de longueur', o™,75 d'épaisseur et 4™,5o de 
hauteur. Combien 4^ oui^riers mettront-ils de jours pour 
élei^er un mur ayant 19 mètres de longueur, 3 mètres de 
hauteur et i*",îo d'épaisseur. 

Si nous admettons que le nombre de jours de travail soit 
proportionnel à chacune (i^s dimensions du mur et inver- 
sement proportionnel au nombre des ouvriers, nous voyons 
que la question rentre dans celle que nous venons de ré- 
soudre d'une manière générale. Il s'agit ici de trouver la 
valeur d'une grandeur quand celles auxquelles elle est pro- 
portionnelle sont respectivement 19/ 3, 1,20, et que celle 
à laquelle elle est inversement proportionnelle a pour va- 
leur 42*, on sait que cette grajideur (le nombre de jours de 
travail) a la valeur 8 , quand les grandeurs auxquelles celle- 
ci est proportionnelle sont respectivement i5, 4î5o, 0,75, 
et que .la grandeur à laquelle elle est inversement propor- 
tionnelle est égale à 35. On a alors, d'après la formule du 
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i5 4>^o 0,85 4^ 

/?e^ intérêts simples, 

413. h' intérêt d'une somme d'argent ou d'un capital est 
le bénéfice que se réserve celui qui prête ce capital. Ce 
bénéfice est proportionnel à la somme prêtée 5 il dépend, 
en outre , du temps pendant lequel on la prête , et d'un 
troisième élément, nommé taux de l'intérêt, qui est l'inté- 
rêt dont on est convenu pour une somme de 100 francs 
placée pendant un an. 

On dit que l'intérêt est simple lorsqu'il est proportionnel 
à la durée du placement. 

Les problèmes auxquels donne lieu la. considération des 
intérêts simples appartiennent à la classe de ceux que nous 
avons considérés jîrécédemment , et ils peuvent se résoudre 
à Taide d'une formule générale que nous allons faire con- 
naître. 

414. Soit I l'intérêt d'une somme A placée pendant un 
temps t (l'unité étant l'année) , et désignons par r le taux 
de l'intérêt. 

L'intérêt est proportionnel au capital et au temps 5 \a. pre- 
mière de ces quantités est égale à 1 lorsque les deux autres 
ont pour valeurs A et t respectivement; en outre , la pre- 
mière quantité est égale à r lorsque les deux autres ont 100 
et I pour valeurs respectivement. On a donc (n^ 411) 

(1 l = r .• 

100 

La formule (i) permet de calculer l'intérêt lorsque l'on 
connaît la somme placée , le taux de l'intérêt et la durée du 
placement; mais on voit plus généralement que , trois des 
quantités I , r, A , ^ étant connues, elle permettra de calculer 

25. 
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la quatrième. On en déduit, en effet, 

, , lOOl 

^ At ' 

(3) A=: -^ , 

,.. lOOl 

(4) '= -Â7-; 

formules qui serviront à la résolution des problèmes dans 
lesquels on voudrait calculer le taux de l'intérêt, la valeur 
de la somme placée, ou la durée du placement. 

415. Une seule application suflSra pour montrer comment 
on doit faire usage de ces formules. 

Problème. — On demande à quel taux il faut placer 
une jomme de 100000 francs pour obtenir 525o francs 
d'intérêt au bout de g mois. 

On emploiera la formule (2) • . 

100 1 
r= ~- — , 
Ar 

qui deviendra, dans le cas actuel, 

100 X SaSo 5^5 



Q 76 
1 00000 X -^ 
12 



7; 



le taux demandé est donc 7. 

De ^escompte. 

416. Quand ou veut hâter l'époque du payement d'une 
somme, on subit une retenue qui porte le nom à! escompte. 
Cette retenue, telle qu'on la fait dans le commerce, est 
l'intérêt de la somme, calculé pendant le temps qui devrait 
s'écoiiler jusqu'à son payement. Les questions relatives à 
l'escompte ne diffèrent pas alors de celles qui sont relatives 
aux intérêts simples. Nous allons donner un exemple. 
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Problème. — Un billet de i5oo francs est payable dans 
trois mois^ le taux de V intérêt étant 5 pour loo. Quel sera 
V escompte y si Von veut être payé immédiatement? 

L'escompte cherché est, par convention, l'intérêt de 

3 
i5oo francs pendant 3 mois ou — d'année; il est donc 

1 5oo ^ 3 r» »^ 
X5X — =i8,a5. 

lOO 12 

Remarque, — La convention qui sert de base au calcul 
de Tescompte n'est pas équitable. On retient, en effet, 
l'intérêt de la somme marquée sur le billet , et l'on ne paye 
pourtant qu'une partie de celte somme. 

417. On peut se proposer de calculer la somme qui, 
augmentée de ses intérêts jusqu'à Téchéance du billet, re- 
produirait eitactement la somme due lors de cette échéance. 
C'est là une question bien facile à résoudre. Si nous dési- 
gnons , en effet , par x cette somme et par r lé tauic de l'in- 
térêt , l'intérêt de x , pendant le temps t qui doit s'écouler 
jusqu'à l'échéance du billet, sera 

— ^ [n^ êii^ y formule i); 
la somme x , augmentée de ses intérêts , est donc 



rtx 
jc -I- , ou 

lOO 



x{i-\-—\ 



Ce résultat devant être égal à la somme A qui est due au bout 
du temps t , on a 



et, par suite, 



^( i + — 1 = A, 



A 
X = — 



ri 

H 

lOO 
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Des intérêts composés. 

418. On dit qu'une somme est placée à intérêts com- 
posés lorsque chaque année les intérêts qu'elle produit sont 
considérés comme s' ajoutant à la somme primitive pour 
produire eux-mêmes intérêt pendant les années suivantes. 

Soit une somme A placée à intérêts composés pendant 
n années au taux de r pour 100. Calculons ce qu'elle de- 
viendra après la /i'*"** année. 

L'intérêt de A pendant la première année sera • Par 

suite, la somme qui produira intérêt pendant la seconde 

année sera 

Ar / r \ 

AH = A I H ). 

100 \ 100/ 

Nous voyons donc que , pour calculer ce que devient une 
somme placée pendant une année , on doit la multiplier 

par ( I -I 1 . Cette règle est générale \ elle s'applique donc 

à la somme A I i H | > quf , par conséquent , deviendra y 

à la fin de la seconde année, 

A ( i-h —] ( I H- —\ = A ( IH- —\ . 
\ 100/ \ 100/ \ 100/ 

Cette somme , placée de nouveau pendant une année , se 

multipliera encore par ( i h j ; et, par suite, au bout 

de la troisième année, la somme A sera devenue 

\ . 100/ \ 100/ \ . 100/ 

Ce raisonnement est évidemment général. Chaque année 
nouvelle pendant laquelle la somme sera placée multipliera 

sa valeur par ( i H j ? en sorte que , après n années , elle 
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sera devenue 

(i) A'=: A (iH- -^y. 

V 100/ . 

Lorsqu'on appliquera cette formule , le plus simple sera 
de calculer A' par logarithmes^ on trouve immédiatement 

log A' = log A + « log ( 1 H 1 • 

419. De la formule (i) on déduit sans difficulté 

(^) ^= 7~rv' *^'^^ logA = logA'~-«log^i + ^j: 

\Tôô) 



1 + 



logA^ — logA. 

5 



r 
00 



(3) (iH ) = — î dou « = —2— 

^ '""^ ^ log(,4-- 

Les formules (i) , (2) , (3), (4) permettront de calculer 
par logarithmes Fune quelconque des quantités A', A , ^2 et r, 
lorsqu'on connaîtra les trois autres. 

Remarque, — La formule (2) * 

A' 



A=: 



\ "^ ïoo/ 



fournit la valeur actuelle A , d'une somme A' payable dans 
n années. 

Des rentes perpétuelles, 

420. Une rente perpétuelle est une somme que l'on doit 
recevoir à la fin de chaque |innée. Il est clair, d'après cela, 
qu'un capital quelconque équivaut à une rente perpétuelle 
égale à l'intérêt qu'il rapporte j car, après avoir touché cet 
intérêt , on conserve le capital qui peut encore produire des 
intérêts égaux pendant les années suivantes. 
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Réciproquement , une rente perpétuelle dont le premier 
payement doit avoir lieu dans une année, équivaut à un 
capital capable de produire un intérêt égal à la valeur de 
cette rente. Ainsi une rente de a francs équivaut à un ca- 
pital égal à î r désignant toujours le taux de l'in- 
térêt. 

Des annuités, 

« 

421 . Une annuité est une rente que Ton doit toucher à 
la fin de chaque année, mais seulement pendant un temps 
déterminé.. 

Si une annuité a doit être payée pendant n années , le 
premier payement devant avoir lieu dans un an, on peut la 
considérer comme la différence de deux rentes perpétuelles, 
dont Tune commencerait immédiatement et l'autre dans 
n années seulement. 

La première de ces rentes vaut, comme on l'a vu, * 

a X ïoo 

- • 

r ' 

la seconde vaut une somme égale, payable dans n années, 
dont la Valeur actuelle est, par suite, 

a X 100 



Si donc A désigne la valeur de Tannuité , on aura 

û X 100 



^ aXioo r «Xioo 

i-f- — 
100 



[■"(■4)-]: 



La formule précédente permet de résoudre les différents 
problèmes auxquels donne lieu la considération des an- 
nuités « 



LES MESURES ET LES APPLICAÏlOlfS DE l' ARITHMÉTIQUE. SqS 

42S. Le problème suivant exige la considération des 
intérêts composés et celle des annuités. 

Problème. — Une personne qui doit payer chaque année 

une somme de Zooo francs pendant 12 ans y préfère ne 

faire quun seul payement dans 4 ans^ quelle est la somme 

quelle doit payer y en supposant que le taux de Vintérêt 

soit 5 pour 100? 

La valeur actuelle de l'annuité qui doit être payée pen- 
dant 12 ans est (n^ 421) 

3ooo X 100 3ooo X 100 

5x i-h 



100/ 



D'ailleurs , si x désigne la somme demandée , dont le paye- 
ment doit avoir lieu dans 4 ans, la valeur actuelle de cette 
somme est 

X 



( 



5 \*^ 



100 
oh a donc 

X 3oooXioo 3oooXioo 



5 y 

00/ 
d'où 



\ 100/ \ * K 



3oooXioo ^ / 5 \* 3oooXioo 

X =z p X 



V"*"iooj 



5X ( i-h 



\ "^ 100/ 



Calculant par logarithmes chacune des quantités dont x est 
la différence, on trouve 

X = 477^1 ^',60. 

Questions relatii^es aux associations, 

423. Lorsque plusieurs personnes forment une société, 
les bénéfices se partagent , en général, proportionnellement 
à la mise de chacune d'elles. Il est facile alors , d'après cette 
convention , de calculer la part de chaque associé. 
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Supposons , pour fixer les idées , que trois associés aient 
placé dans une entreprise 6 ooo francs , i 5oo francs et 
3 5oo francs. Le bénéfice étant de loooo francs, cpielle 
sera la part de chacun ? 

Il s'agit de partager loooo francs en parties, proportion- 
nelles aux nombres 6 ooo , i 5oo et 3 5oo : ce problème a 
été résolu aux n^^ 324 et 325. 

424. U arrive quelquefois que les droits des associés dé- 
pendent , à la fois , des mises et des temps pendant lesquels 
tes mises ont été placées. On convient alors, en général, de 
regarder le bénéfice de chacun comme proportionnel au 
produit obtenu , en multipliant la mise par la durée du pla- 
cement , et Ton opère comme si ces produits représentaient 
les mises elles-mêmes. 

Exemple. — Quatre associés ont placé respectivement, 
dans une entreprise, 8 ooo francs pendant 4 ans, 5 ooo francs 
pendant 3 ans , 1 2 000 francs pendant i an et 20 000 francs 
pendant 6 mois ou ~ année. 

On fera le partage comme si les mises étaient 8 000 X 4 
ou 32 000, 5 000 X 3 ou iSooo, 12000x1 ou 12000 
et 20000 x-j ou 10 000 

Questions relatives aux alliages. 

425. Problème I. — On a deux lingots d'argent, le 
premier au titre de 0,960, pesant 6 kilogrammes y te se- 
cond au titre de 0,780, pesant 2 kilogrammes. On de- 
mande quel est le titre de l'alliage obtenu ^n fondant 
ensemble ces deux lingots. 

Chaque kilogramme du premier lingot renferme o^^^f ,960 
d'argent pur, et chaque kilogramme du second en renferme 
o''**,78o j la quantité d'argent pur de l'alliage résultant de la 
fusion sera donc 

(6 X 0,960 -4- 2 X 0,780) kilogrammes j 
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d'ailleurs le poids de cet alliage est (6 + 2) kilogrammes ^ 
on aura donc , en désignant par x le titre cherclié , 

6 X o>95o 4- 2 X 0,780 ^ 

X — g-^--^ — 0,9075. 

En général , si l'on fond ensemble des lingots d'argent ou 
d'un métal quelconque dont les poids soient respectivement 
p, P^ p"vv et les titres f, t* «'^..., le titre de l'alliage 
résultant sera 

426. Problème II. — On a deux lingots d'argent , le 
premier au titre de 0,960 , le second au titre de o,885 ; 
quelle quantité doit-on prendre de chacun d'eux pour 
ai^oir un kilogramme d'argent au titre de 0,900 ? 

Chaque gramme, au titre de 0,88 5, contient 0,01 S d'ar- 
gent de moins qu'il ne faudrait pour que le titre fût 0,900. 
Au contraire, chaque gramme au titre de 0,950 contient 
o,o5o d'argent de plus qu'il ne faudrait pour que le titre 
fut 0,900. 

¥ji désignant donc par x.Ql y les quantités respectives 

des deux lingots , il y aura compensation si 

X X 0,01 5 =j^ Xo,o5o, 
c'est-à-dire si 

X _ y ^ 



o,o5o 0,01 5 ' 
X ei y devant avoir pour somme i kilogramme , on voit 
que la question revient à partager i kilogramme en deux 
parties proportionnelles à 0,01 5 et o,o5o. On a donc 

-g __ r __ >g + r _ ^ 

o,o5o 0,01 5 o,o5o -I- 0,01 5 o,o65 
d'où 

o,o5o 5o 10 



/. == 



o,o65 65 1 3 

o,oi5 i5 3 

o,o65 ~" 65 "" iS 
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il faudra donc prendre -^ de kilogramme du premier lingot 

3 . 

et — de kilojgramme du second. 

Méthode des hypothèses pour la solution des problèmes 

d^anthmétique, 

427. Supposons qu'un problème ait pour But la détermi- 
nation d'un nombre inconnu , par la condition, que deux 
nombres A et B qui en dépendent , soient égaux entre eux. 

On parvient quelquefois à résoudre la question en 
faisant deux hypothèses arbitraires et successives sur la va- 
leur du nombre inconnu , et en examinant les valeurs cor- 
respondantes de la différence A — B. Nous indiquerons 
cette méthode sur un exemple , la manière de procéder étant 
la même dans tous les cas. 

On propose de payer ^jGJrancs av^ec 23 pièces, les unes 
de 5 francs et les autres de 2 francs* 

Le nombre x , qu'il faut déteiiminer, est ici le nombre 
de pièces de 5 francs^ et les nombres A et B que Ton doit 
rendre égaux sont 76 d'une part, et, d'autre part, Ja va- 
leur de la somme des pièces. 

Supposons d^ abord x = 4» S'il y a 4 pièces de 5 francs, 
le nombre de pièces de a francs est 19, et la valeur totale 
des 23 pièces est 

4x5-h2Xi9 = 58. 

Le nombre 4 ne satisfait donc pas , et la différence corres- 
pondante des deux nombres A et B est 76 — 58, c'est-à- 
dire 18. 

Supposons ensuite x = 7. S'il y a 7 pièces de 5 francs, 
le nornbre des pièces de 2 francs est 16, et la valeur totale 
des 23 pièces est * 

7X54-16X2 = 67. 
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Le nombre 7 ne satisfait donc pas; mais la valeur corres- 
pondante des deux nombres A et B est seulement 76 — 67, 
c'est-à-dire g. 

Ainsi, poura:=45 A — B= 185 pour Jt: = 7, A — B = 9. 

Lors donc que x augmente de 3 unités , A — B diminue 
de 9 unités. Si nous admettons que les variations de la diffé- 
rence A — B soient proportionnelles à celle de .r, nous en 
conclurons que pour faire diminuer A — B de 18 unités, 
c'est-à-dire pour le rendre nul, il faut augmenter x d'une 
quantité U, déterminée par la proportion 



U 

3 "~ 


18 

• 

9' 


U = 


= 6. 



d'où l'on conclut 



La valeur de x qui répond à la question est donc 4 -f- 6, 
c'est-à-dire 10; résultat* facile à vérifier. 

On voit que la méthode précédente n'est rigoureuse que 
si l'on démontre qu'il y a proportion entre les variations de 
la différence A — B et les variations de x. Cette démonstra- 
tion serait facile dans le cas que nous venons de traiter et 
dans plusieurs autres , analogues à celui-là. Mais il ne serait 
pas moins facile de résoudre directement le problème sans 
recourir-à cette méthode. 

Questions proposées. 

i . Le nombre des vibrations transversales qu'une corde 
tendue exécute dans l'unité de temps est proportionnel à la 
racine carrée du poids qui la tend , et inversement propor- 
tionnel à sa longueur, à son diamètre, ainsi qu'à la racine 
carrée de sa densité. Cela posé, une corde de cuivre ayant 
o"*,363 de longueur, o"',ooi5 de diamètre, et tendue par 
un poids de i3^'*,35, exécute 1999 vibrations en une se- 
conde 5 on demande combien de vibrations exécutera une 
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corde de platine de o™,ooo25 de diamètre, tendue par un 
poids de 4''*S49« La densité du cuivre est 8,8 et celle du pla- 
tine est 21, 5. 

2. Trouver la valeur d'un capital A, placé au taux de r 
pour 100 par an , pendant un temps t composé de n années 
et d'une fraction f d'année. Les intérêts ne se capitalisant 
que d'année en année, on admettra que le capital en ques* 
tion est placé à intérêts composés pendant les n années et à 
intérêts simples pendant la fraction f d'année. 

3. Les mêmes choses étant supposées que dans .la ques- 
tion précédente , on demande au bout de combien de temps 
un capital acquiert une valeur double, triple, etc., de sa 
valeur primitive. On supposera que le taux est de 4 ou de 5 
ou de 6 pour 100 par an. 

4. Trouver dans combien de temps le capital 480 000 fr. 
vaudra 59i696*'',7488, en supposant que le taux de Tin- 
tércl soit de 6 pour loo. 

5. Trois joueurs conviennent que le perdant doublera 
l'argent des deux autres. Chaque joueur ayant perdu une 
partie dans l'ordre indiqué par le rang des joueurs , il reste 
24 francs au premier joueur, 28 francs au deuxième joueur 
et i4 francs au troisième joueur. Combien chaque joueur 
avait-il d'argent en se mettant au jeu ? 

6. Sachant que 76 bœufs ont brouté dans 1 2 jours l'herbe 
d'uii pré de 60 ares, et que 81 bœufs ont brouté dans 
i5 jours Fherbe d'un pré de 72 ares , on demande combien 
il faudra de bœufs pour brouter dans 18 jours un pré de 
96 ares.. On suppose que dans les trois prés l'herbe est à la 
même hauteur au moment de l'entrée des bœufs , et qu'elle 
continue de croître uniformément depuis leur entrée. 
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NOTES. 



I. 

NOTE SUR UBS DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE 

mmÉRATXON. 



Principes sur lesquels repose un système quelconque de numération. 

Tout système de numération est fondé sur l'emploi d'unités de divers ordres, 
dont chacune contient la précédente un même nombre quelconque de fois. 

Le nombre d^unités de chaque ordre nécessaire pour former^une unité de 
l'ordre suivant est la hase du système de numération. 

Le système dont la base est dix est universellement adopté , et nous en avons 
constamment fait usage à l'exclusion de tout autre : toutefois la considéra- 
tion des divers systèmes de numération est souvent utile; aussi croyons- 
nous devoir entrer dans quelques détails à ce sujet. 

La base d'un système de numération doit être au moins égale à deux; car si 
l'on prenait un pour base, les unités des divers ordres seraient égales entre 
elles, et il n'y aurait pas, à proprement parler, de système de numération. 

Quelle que soit la hase b d'un système de numération , on peut décomposer 
un nombre entier quelconque en diverses parties composées respectivement d'u- 
nités du premier, du deuxième, etc., ordre^ en nombre inférieure h. 

Ce principe donne le moyen d'écrire tous les nombres avec b caractères 
ou chiffres , dont l'un est le zéro et dont les autres servent à désigner les fe — i 
premiers nombres. 11 suffît effectivement de maintenir la conv€ntion suivante, 
que nous avons faite, en exposant la numération décimale : 

Tout chijfjTre écrit à la gauche d'un autre exprime des unités de Vordre 
immédiatement supérieur à celles de cet autre chiffre. 

Si la base h d'un système de numération est moindre que dix, on peut 
employer pour désigner les h — i premiers nombres les chiffres 

jusqu'au (ft — i)/e»i«. On peut employer ces mêmes chiffres si la base h est 
supérieure à dix, mais il faut aussi leur en adjoindre d'autres, pour désigner 
les nombres dix, onze, etc. , jusqu'à b—i. Nous emploierons , à cet effet, les 
lettres de Palphabct grec a, /3, y, etc. 

Ainsi , dans le système dont la base est deux, et qu'on nomme système 
binaire, les seuls caractères employés sont 

o, I , 
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Dans le système octaval ( celui dont la base est huit), les caractères employés 

sont 

o, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

Dans le système duodécimal (^ celui dont la base est doute) f les caractères 
employés sont 

o, I, a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, ^; 

a représente dix , et /3 représente onee. 

Dans tout système de numération, la base et ses puissances sont représen- 
tées par 

1 ; 1 00 , 1 000 , 1 0000 , . . . . 

Des opérations. 

Quelle que soit la base du système de numération adopté , les opérations 
sur les nombres s'exécutent d'après des règles toutes semblables à celles qui 
sont relatives au cas des nombres écrits dans le système décimal. 

Règle pour écrire, dans un système quelconque, un nombre écrit dans le système 

décimal. 

Un nombre entier N étant écrit dans le système décimal, pour l'écrire dans le 
système dont la base est h: 

lO. Si ^ est <b, on représente N à l'aide du chiffre désigné à cet effet; 

2°. Si N «< > b , on divise N par b, ce qui donne un quotient Nj et un reste 
^^; on divise N| par b, ce qui donne un nouveau quotient N, et un nouveau 
reste r,. On continue ainsi h diviser chaque quotient obtenu par b, jusqu'à ce 
qu'enfin on arrive à un quotient moindre que h. Les différents restes obtenus 
''\f '*!>•••» *' '^ dernier quotient, sont les nombres d'unités du premier, du 
deuxième, etc. y ordre du nombre N, dans le système dont la base est b. 

En effet, N^ et r^ désignant le quotient et le reste de la division de N par i, 
r^ sera le chiffre des unités du premier ordre du nombre N écrit dans le 
système dont la base est &, tandis que N| sera le nombre des unités de 
deuxième ordre. Si N^ est'moindre que i, pour écrire le nombre N, il suffira 
de placer le chiffre qui représente N, à gauche de celui qui représente r^. Si, 
au contraire, N, est>&, et que N, et r, désignent le quotient et le reste 
de la division de N, par b , il est évident que r, sera le chiffre des unités du 
deuxième ordre du nombre N écrit dans le système dont la base est h ; tandis 
que N, sera le nombre des unités du troisième ordre. Et ainsi de* suite. 

Exemple. — Le nombre N = 66799 étant écrit dans le système décimal, on 
demande de l'écrire dans le système duodécimal. 

On dispose l'opération comme il suit : 



56799 


13 




87 • 


4733 

ii3 


12 




39 


394 


12 


39 


53 


34 


32 


12 


3 


5 


10 


8 


2 
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Les restes obtenus dans Topération sont 3, 5, lo ou a, 8; le dernier quo- 
tient est 2 ; par suite , le nombre N s'écrira 

28 a 53 
dans le système duodécimal. 

Rèffle pour écrire dans le système décimal un nombre écrit dans un système 

quelconque. 

Un nombre N étant écrit dans le système dont la hase est b ; pour l'écrire dans 
le système décimal^ on écrit, dans ce dernier système, les nombres que représentent 
les chijfres <2e N à partir de la droite, et on les multiplie respectivement par 
les nombres i , b, b', b*,. . ., écrits dans le système décimal. On ajoute ensuite 
tous ces produits. 

En effet, en formant les produits dont il est question, on obtient, dans le 
système décimal , les diverses parties qui composent le nombre N. En ajou- 
tant ensuite ces produits, on reproduit le nombre N dans le système décimal. 

Exemple. — Le nombre N = 28 a 53 étant écrit dans le système duodécimal, 
on demande de l'écrire dans le y^stème décimal. 
Voici le détail des opérations : 





3 ... 


3X1 


12 


60 . . . 


5X12 


12'*= 144 


i44o ••• 


10 X 12* 


13» — i'j28 


13824 ••• 


8x I2« 


1 2* = 20736 


41475 ... 


2x12* 




56-700 . . . 


N 



Le nombre N s'écrit donc 56799 dans le système décimal. 

* 

Règle pour écrire, dans un système quelconque, un nombre écrit dans un 

autre système quelconque. 

Un nombre N étant écrit dans le système dont la base est un nombre h autre 
que 10, pour l'écrire dans le ^stème dont la base est un nombre b' autre que 
10, on commence par écrire le nombre N dans le système décimal, en suivant la 
règle précédente ; ensuite on l'écrit dans le système dont la base est b', en suivant 
la première règle. 

Remarque. — L'une quelconque des règles que nous avons données pour 
passer du système décimal à un système quelconque* ou d'un système quel- 
conque »u» système décimal , peut être employée pour passer du système b au 
système b'y quels que soient b et b'. Seulement, les calculs auxquels on sérail 
conduit devraient être exécutés dans le système dont la base est b ou dans 
celui dont la base est b', suivant que Ton emploierait l'une ou l'autre des 
deux règles. Mais comme on n'a pas l'habitude de ce genre d'opérations , il 
vaut mieux employer la troisième règle , qui n'exige que des calculs exécutés 
dans le système décimal. 

Des conditions de divisibilité. 

La plupart des propriétés des nombres que nous avons exposées dans le 
livre deuxième sont indépendantes de tout système adopté pour écrire les 
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nombres. 11 n'y a guère d'exception à faire qu*à Végard des conditions de 
divisibilité. Eflectivement , les théorèmes démontrés aux n<>*89 et suÎTants 
Aont spécialement relatifs au système décimal ; mais des raisonnements , 
identiques à ceux dont nous avons fait usage pour établir ces théorèmes , 
conduisent aux propriétés suivantes, relatives à un système de numération 
quelconque dont la base est désignée par b. 

\^, Le reste de la division d'un nombre par un diviseur de h est le même 
que le reste de la division de son premier chiffre à droite par 0. 

3®. Le reste de la division d'un nombre par une puissance ô" d'un diviseur 
de b est le même que le reste de la division par 6"* du nombre formé par ses m 
derniers chiffres à droite. 

3<*. Le reste de la division d'un nombre par h — i ou par un diviseur 6 de 

b I, est le même que le reste de la division par h—i ou par Ô, de la somme 

de ses chiffres. 

En particulier : 

Pour qu'un nombre soit divisible par b — i ou par un diviseur d deh — i , i / 
faut et il suffit que la somme de ses chiffres soit divisible par h — i ou par 6. 

4**. Le reste de la division d'un nombre par h-\- i ou par un diviseur 6 de 
b -H I » est le même que le reste de la division par h-hi ou par dj de l'excès de 
la somme des coffres de rang impair, à partir de la droite, sur la somme des 
chiffres de rang pair. 

En particulier : 

Pour qu'un nombre soit divisible par b -h i ou par un diviseur 6 de h -\-\y 
il faut et il suffit que la somme des chiffres de rang impair soit égale à la somm.' 
des chiffres de rang pair, ou bien que la différence de ces deux sommes soit 
divisible par b -f- i ou par 6. 

• 

Des fractions analogues aux fractions décimales . 

Dans le système dont la base est b, les fractions dont le dénominateur est 
une puissance de b peuvent s'écrire à la manière des nombres entiers. Elles 
remplacent les fractions décimales de notre système. 

A l'aide d'un raisonnement identique à celui dont nous avons fait usage 
au n° fiOfi , on démontrç ce théorème : 

Pour qu'une fraction irréductible puisse être convertie en une fraction ayant 
pour dénominateur une puissance de la base, il faut et il suffit que son dénomi- 
nateur ne renferme que les facteurs premiers de la base. 

Lorsqu'une fraction ne satisfait pas à cette condition , on peut former une 
suite de fractions qui en approchent indéfiniment et dont les dénominateurs 
sont les puissances successives de la base; ce qui conduit à la considération 
de fractions illimitées, nécessairement périodiques, et analogues aux fractions 
décimales périodiques. 

Le retour d'une fraction périodique à la fraction génératrice s'effectue par 
des procédés semblables à ceux qui ont été décrits aux n®* 210 et suivants. 
On peut aussi établir cos deux théorèmes , analogues à ceux du n" 2I.*> ; 



! 



NOTES. 4^3 

Lorsque le dénominateur d une fraction irréductible ne renferme aucun 
facteur de la hase, cette fraction engendre une fraction périodique simple. 

Lorsque le dénominateur d'une fraction irréductible renferme l'un des fac- 
teurs de la hase avec d'autres fadeurs premiers, la fraction engendre une frac- 
tion périodique mixte; et le nombre des chiffres de la partie non périodique est 
égal au plus grand des exposants des facteurs de la hase contenus dans le déno- 
minateur de la fraction irréductible. 

Usages des différents systèmes de numération. 

La considération des différents systèmes de numération peut servir à éta- 
blir très-simplement diverses propriétés des nombres. 

Par exemple, de la possibilité d'écrire un nombre quelconque dans le sys- 
tème binaire , résulte immédiatement ce théorème : 

Tout nombre entier est une somme de puissances de •! distinctes, ou une 
somme de puissances de 2 augmentée de i . 

Quand on établit la condition de divisibilité par & — - 1 ou par h-\- 1 d'un 
nombre écrit dans le système. dont la base est h , on démontre : 

1**. Que &"» est un multiple de & — i augmenté de i ; 

2°. Que i™ est un multiple de fc -h i augmenté ou diminué de 1 , suivant 
que m est pair ou impair. 

On conclut de là ces deux théorèmes : 

i®. b"^ — I est divisible par h — i, quel que soit h; 

30. b"»— 1 ou b">-|-i est divisible par b-f-i, selon que m est pair ou 
impair. 

Nous donnerons un dernier exemple fort remarquable. 

Un nombre étant écrit dans le système décimal, si on le partage en tranches 
de trois chiffres à partir de la droite , les diverses branches exprimeront des 
unités de mille en mille fois plus grandes, et l'on est dans le même cas que 
si le nombre était écrit dans le système dont la base est 1000. Cela posé, 
comme 87 est un diviseur de 1000 — i, et que 7 et i3 sont des diviseurs de 
1 000 ^ I , on a immédiatement la démonstration des deux théorèmes 
suivants : 

Pour obtenir le reste de la division par 87 d'un nombre écrit dans le système 
décimal, on peut décomposer le nombre en tranches de trois chiffres à partir de 
la droite, faire ensuite la somme des nombres qui composent ces tranches, et 
prendre le reste de la division de cette somme par 87. 

Pour obtenir le reste de la division par 7 ou par i3 d'un nombre écrit dans le 
système décimal, i© on décompose le nombre en tranches de trois chiffres à 
partir de la droite; a» on fait la somme des nombres qui composent les tranches 
de rang impair et la somme des nombres qui composent les tranches de rang 
pair; 3o on retranche la seconde somme de la première augmentée, s'il est 
nécessaire, d'un multiple de -^ ou de i'5 ; 40 on prend le teste de fa division 
par 7 ou par i3 de l'excès obtenu. 
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n. 

MOTS SUR Uk TbAORXE BU PLUS GRASTO COMMUig 



Nous nouB proposons, dans cette Note, d'établir comme conséquence de 
la théorie du plus grand commun diviseur, les principaux résultats de ce 
qu'on enseigne dans les Traités élémentaires d'Algèbre , sur l'analyse in- 
déterminée du premier degré. 

Soient a etb deux nombres entiers, r, r', r", etc., les restes fournis par 
la recherche de leur plus grand commun diviseur; on a les relations 

«=%-+- r, 
b = rq' -H r', 



les nombres entiers ^, ^', q" étant respectivement les quotients de la divi- 
sion de a par ft, de h par r, etc. Ces relations peuvent évidemment s'écrire 

ainsi : 

/• = a — hq^ 

r' = ft — rq', 

r" ^ir--/ q\ 



et donnent lieu à cette remarque : 

i^. Le premier, le troisième, le cinquième, et, en général, un reste de 
rang impair, est toujours égal à un multiple de a, diminué d'un multiple 
de b; 

30. Le deuxième, le quatrième, et, en général, un reste de rang pair, 
est égal à un multiple de b, diminué d'un multiple de a. 

Cela est évident pour la valeur de /*, par la première des égalités précé- 
dentes , et se vérifie de suite pour la valeur de r ', car 

r'=zb ^rq' = b — q' {a —bq) =z b {i-^ qq' ) — aq\ 

Or, admettons que la proposition énoncée ait été ainsi vérifiée, jusqu'à deux 

restes consécutifs de rang quelconque que nous désignerons par R et R'. On 

aura ces expressions 

. . I R = mu — nb, ■ ^ 

^'^ f R' = ii'fc — m'a, 

m, n, m'^ n' désignant des nombres entiers, ou bien les suivantes : 

jR =m6-.na, 
^^ \K' = n'a-m'b, 

suivant que le rang du reste désigné par R sera un nombre impair ou pair. 
Cela posé, le reste qui se présente après R', et que nous nommerons ïi", sera 
lié aux deux précédents par cette relation, 

R = R'Q-+.R^ 
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ou 

R" = R — QR'. 

Actuellement employons les expressions (i) de R et R', on trouvera 

R'' = ma — nfc — Q(n'5 — m'fl) = (m-hm'Q)a — (n-+-n'Q)i. 

Ainsi R", différence de deux multiples entiers de a et de &, vérifiera de nou- 
veau la loi énoncée. 

De môme, à Vaide des expressions (3), on trouvera 

R'' = m& — na — Q(n'a — m'&) = (mH-m'Q)i--(n-hn'Q)a, 

c'est-à-dire encore la différence de deux multiples de 6 et a. 

La proposition que nous avions en vue est maintenant démontrée dans 
toute sa généralité ; car, établie pour les deux premiers restes , elle a néces- 
sairement lieu pour le troisième, puis pour le quatrième, et ainsi de suite. 

Cela posé, nommons S le plus grand commun diviseur des nombres a 
et b , suivant qu*il aura été obtenu en faisant un nombre impair ou un nom- 
bre pair de divisions successives; on aura Tune ou l'autre de ces deux ex- 
pressions 

<? = Ma — Ni, 

M et N étant des nombres entiers , c'est-à-dire que Tune ou l'autre des équa- 
tions 

^ = ax^bXi 

admet toujours une solution en nombres entiers pour r eiy. 

Mais il y a plus, toutes deux sont solubles, comme on va voir. Supposant 
d'abord le cas d'un nombre impair de divisions , ce qui donne 

on trouvera , en opérant sur les nombres a et 6 + a , le même plus grand 
commun diviseur, mais avec une division de plus ; ainsi nous devrons écrire 

o^ = M'(6H-fl) — N'o, 
ou 

J = M'4— (N' — M')a, 

M' et N' étant des entiers , et il est bien certain que N' est plus grand que 
M'y sans quoi il aurait fallu mettre 

<r=M'6-f-(M' — N')a, 

c'estr-à-dire que le plus grand commun diviseur eût été supérieur aux 
nombres a et fr , ce qui est absurde. Le même calcul, que nous pensons inu- 
tile de développer, conduirait à la même conclusion , en partant de l'équa- 
tion relative à l'hypothèse d'un nombre pair de divisions. Ainsi nous som- 
mes parvenus à ce théorème : 

Théorème I. — a et b désignant deux nombres entiers quelcontfues , et J'desi- 
i*nant leur plus grand commun diviseur, les deux équations 

S = ax — bjr, 
S = bx — aXj 

sont toujours résolubles en nombres entiers. 
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Si a et h sont premiers entre eux , i est égal à l'unité , et les équations 

précédentes deviennent 

izz: ax — bjj 

I =zbx — aj; 

ou , en multipliant par un entier quelconque k , 

k= àkx — hkjTy 
k = hkx — akjr ; 

d'où résulte ce théorème plus général : 
Théorème II. — l^s équations 

k — hli — a\, 

sont toujours résolubles en nombres entiers, si a et b sont premiers entre eux. 

Nous terminerons en disant quelques mots des résultats analogues aux 
précédents, auxquels conduit la considération du plus grand commun di- 
viseur de trois nombres entiers. Désignons par a^by c, ces trois nombres, 
et par i le plus grand commun diviseur des deux premiers. On sait que 
le plus grand commun diviseur des trois nombres , que nous représenterons 
par A , s'obtient en cherchant le plus grand commun diviseur de d' et c : nous 
pouvons donc poser 

A = M'^ — N'c: 
d'où l'on conclut 

A = M'(Mfl— .Ni»)-N'c = MM'fl — NM'fc — N'c. 

Les combinaisons des autres cas , savoir : 

,y = Ma — N&, o^ = M6 — Na, o^ = M& — N«, 

A=:M'c — N'J*, A = M'<y— N'c, A = M'c — N^; 

donneraient de même 

A=M'c — MN'a-hNN'ft, 

A =MM'6 — NM'û — N'c, 

A = M'c — MN'&-hNN'fl. 

Ces divers résultats conduisent aisément aux théorèmes suivants : 

Thëoréhb III. — a, b, c désignant trois entiers quelconques, abstraction 
yaite de leur ordre de grandeur, et A désignant leur plus grand commun diviseur, 

les deux équations 

A = ax -H by — cz , 
'A = fla: — by — cz^ 

sont toujours résolubles en nombres entiers pour x, y , z. 
Théorème ÏV . — Les équations 

,k = ax-hby — et, 
k =zax — by — c5 , 

sont toujours résolubles en nombres entiers, quel que soit l'entier k, si a, b, c 
sont premiers entre eux. 
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WOTE SUR I.'ÉVAZ.UATZOIV APPROCHÉE BES QUAinTITÉS 

XRRATIOXnVSLX.ES. 



La théorie de Textraction des racines carrées, cubiques, etc. , nous a con* 
duit à cette notion arithmétique importante, de grandeurs parfaitement 
déterminées, quoique non exprimables exactement par des fractions de 
Tunité. C'est là un fait bien digne d'attention; car, à l'aide des fractions, il 
est évidemment possible de représenter des états de grandeur aussi peu diffé- 
rents qu'on le voudra les uns des autres. Cependant il existe une infinité de 
nombres irrationnels, essentiellement distincts, de sorte qu'il faut regar- 
der comme infiniment particulier Tétat d'une grandeur commensurable avec 
son unité. Toutes les fois, d'ailleurs, que vient s'offrir une quantité irra- 
tionnelle, de son origine même se tire le moyen de la comprendre entre des 
fractions aussi peu différentes qu'on le veut. Effectivement, une quantité 
irrationnelle est toujours définie de telle manière qu'on puisse l'évaluer à 

moins de -, quel que soit l'entier n. Ici l'on est amené à une question im- 
portante qu'on peut ainsi poser : 

Déterminer, parmi toutes lesjractions dont le dénominateur est moindre qu'une 
certaine limite, celle qui approche le plus d'une quantité irrationnelle, déjinie 
comme on vient de le dire. 

Nous ne voulons point exposer dans tous ses détails l'importante théorie 
à laquelle se rattache cette question ; mais un procédé ingénieux du célèbre 
géomètre allemand, M. Lejeiinc-Dirichlet, nous permet de démontrer, par 
une voie purement arithmétique , le théorème suivant, qui fait l'objet do 
cette Note : 

Dans la série des fractions qui ont pour dénopiinateurs les nombres 
ly 2, 3,..., n, il en existe au moins une, de dénominateur i , qui diffère 

d'une quantité moindre que —:, par excès ou par défaut, d^une irrationnelle 
donnée x. 

Représentons par m^. le nombre entier immédiatement supérieur à ix , ot 
considérons la suite des quantités 

'"i — X, w, — 2X, w, -^Sx,..., m — nXf 

qui seront toutes moindres que l'unité. Si l'on était assuré que l'un au moins 
des produits 

n{m^ — x), n(w3— 2r), n (m,— 3x), . . , , .n(m„ — «x), 

eût pour partie entière zéro, le théorème serait démontré, car on aurait, 

par exemple , 

n{ni.'—ix) <i, 
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d'où 

I Wj ^ I 



"* ni m 



Mais s'il n'en est pas ainsi ^ comme ces parties entières ne peuvent être que 

les nombres 

o, 1)3,..., n — I, 

l'exclusion du nombre zéro exige que Tune d'elles soit la même dans deux 
produits différents. Soient donc 

n ( m^ — kx) = M -f- »7 , 

M étant entier, e et 17 étant moindres que l'unité. Supposant, pour fixer les 
idées, e)>>7y il vient, en retranchant membre à membre, 

n{m. — ït) — n(m^ — Ax) = t — >7 •< »• 

Or deux cas peuvent se présenter, savoir i> k et 1 < k. Dans le premier, 
nous écrirons l'égalité précédente sous la forme 

n[m,. — m^ — (1 — A)ar] = e — y?, 

ce qui fait voir que m. est aussi plus grand que m^ , sans quoi la soustraction 

faite dans l'hypothèse de c > »2 eût été impossible. D'ailleurs , le théorème 
énoncé en résulte bien évidemment, car i — A, différence de deux nombres 
moindres que n, est certainement moindre que n. En supposant en second 
lieu i < Ar , nous écrirons 

n[{A' — i)jp— (w^ — n?,.)] = «~- >j, 

et il est visible que m^^ surpasse m^ , sans quoi on aurait 

n(A — z)jr<i, 
résultat absurde , puisqu'on peut toujours supposer x supérieur à l'unité . 

Dans ce second cas, la valeur approchée est par défaut , et l'erreur est 

A — i 

moindre que —-rr rr ; donc le théorème énoncé a encore lieu , puisque 

A- — I , comme précédemment, est moindre que n. 

Dans ce qu'on vient d'établir, le nombre n est quelconque. En le faisant 
croître indéfiniment, on voit la possibilité d'obtenir une suite infinie de frac- 
tions convergentes vers la valeur de x, telles que l'erreur par excès ou par 
défaut, relative à chacune d'elles, soit moindre que l'unité divisée par le 

carré du dénominateur ; car dans l'expression — r 9 obtenue tout à l'heure, i est 

m 

au plus égal à n : ainsi cette limite sera moindre en général que — * 
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